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bilhar: todo mundo sabe o que é




jogado em toda parte, até por
matemadticos
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como disse Katok sobre sua conferéncia intitulada:
O bilhar como um playground para matematicos

O titulo desta conferéncia pode ser entendido de duas maneiras. Literalmente,
de maneira um pouco ingénua, matemdticos se divertem langcando bolas de
bilhar em mesas de formatos diversos e observam (e também tentam prever)
o que acontece. Em um sentido mais sério, a expressdo “playground " pode
ser entendida como ‘“laboratério”: varias questdes, conjecturas, métodos de
solugcdo, etc. na teoria de sistemas dindmicos s3o testadas em diversos tipos
de problemas de bilhar.



0 jogo

"ap6és uma tacada uma bola
se move sobre a mesa até um
préximo choque, quando muda de
direcdo”

objetivo: descrever o movimento



Sistemas dinamicos: o mundo em
movimento

" - - - ”
sistema cujo estado evolui com o tempo" (wikipedia)

estado: conjunto de grandezas cujos valores caracterizam o sistema
- lei de evolugdo (equagdo de movimento): como os estados mudam
- tempo: continuo (equac3o diferencial) ou discreto (iteracdo)

- paradmetro(s) de controle

D

as condicdes iniciais determinam completamente a evolucdo !!



o bilhar dos matematicos

uma bolinha puntual

Sejam - mesa sem atrito conservacao:
At ., — - energia
- parede imodvel

/ - momento

choques elasticos

apés a tacada, a bola se move livremente (em
linha reta e com velocidade constante) na mesa
sofrendo reflexdes elasticas nos choques nas
paredes.

(condigdes iniciais = posi¢ao e velocidade)

Dinamica Deterministica Conservativa



um problema simples?

e faceis de explicar e desenhar
e formulagdo e modelagem simples

e permitem calculos explicitos

e Otimos para simular

mesmo problemas simples podem ter um
comportamento complicado e " imprevisivel”




movimento = trajetdria

ESPACO de CONFIGURAC@ES LN ~.
posicoes e velocidades .
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poligonal na mesa

prever o futuro: dados a posi¢cdo e velocidade inicial
descrever o movimento (como € a trajetdria?)
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retangulos

o bilhar em um retangulo é " matematicamente trivial”:

uma unica direcaol

movimento periddico:

racional # irracional fluxo linear no toro
gy N

desdobramento I



outros poligonos




poligonos: racionais X irracionais

poligonos racionais e o recobrimento (ou n3o) do plano:

X # oo

superficies de translacdo (Teichmiiler)

poligonos racionais tém " muitas” drbitas periddicas, direcoes:
os irracionais n3o sabemos nem se tém alguma !!! finitas X oo's




outras formas




comportamentos diferentes?




como distinguir?
trajetdrias diferentes na mesma mesa

trajetdrias parecidas em mesas diferentes




bilhar como sistema dinamico discreto

- curva parametrizada
- m.r.u. na regiao
- reflexdo no bordo

o movimento é completamente determinado

dados obtemos
ponto de saida no bordo | — | ponto de chegada
direcdo do movimento nova direcio

PROCESSO ITERATIVO

reduzimos o problema continuo de 4 varidveis (X e V) para um discreto de 2 variaveis (parametro no bordo e

direcdo da velocidade) usando a conservacdo da energia (||V]] = 1) e secdo de Poincaré no bordo.



trajetdrias x Orbitas

sucessdo de batidas: (so, po) — (s1, p1) aplicagdo do bilhar

CILINDRO: s (ponto de saida), p = cosf (direcdo de movimento)

Sy 5 ®
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orbita: sequéncia de estados

trajetdria: poligonal na mesa (s, p) no espaco de fase
) T

(espago de configuragdes)



espa(;O de fase "os desenhos que revelam”

varias érbitas (condi¢des iniciais a0 mesmo tempo)
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- tridngulos isdsceles - racionais: periddicas (poligonos)
- mesmo angulo - irracionais: densas no bordo

e T
e
—
— folheacdo da mesa por causticas
P curvas invariantes in-
Gusies e do espaco de fase por curvas in

variantes rotacionais

(TOTALMENTE) INTEGRAVEL



perturbando o circulo: elipse, estadio, oval




INTEGRAVEL
- mesa folheada por elipses e hipérboles confocais
- espago de fase folheado por curvas invariantes

propriedade de reflex3o:

raios focais fazem angulos iguais

Trajetdrias e cdusticas




nao é estritamente convexo

estadio de Bunimovich

® uma Unica érbita "enche” o espaco de fase

® na3o ha constante de movimento que distinga drbitas
e "todas” as orbitas tém o mesmo comportamento

CAOTICO






(o circulo é o tnico totalmente integrével) v/
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gas: caixa com particulas

gds de esferas rigidas v

gés de Lorentz v/
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bilhar de Sinai v
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bilhares como espelhos

CONCAVO PLANO CONVEXO
=

N

T

)

.'f_f// ./'J

, g

DIVERGENTE NEUTRO CONVERGENTE

(espalha) (coleta)

"um probabilista, um gedbmetra e um analista entram em um bar ..."

(A. Sorrentino)



bilhares dispersivos (céncavos)

CAOS:

.‘n%/_".-’"'

preserva drea + expansdo/contracdo

ergodicidade:

sensibilidade
nas cond. iniciais

- uma 6rbita passa por "todos” os estados

- sem conjuntos ou fun¢des invariantes



de volta ao estadio

sensibilidade ergodicidade

espelhos convexos focalizam e os planos s3o neutros:
de onde vem o caos?

mecanismo de desfocalizacdo:
tudo que fecha abre, basta esperar

componentes focalizadoras suficiente-
mente longe geram bilhares " cadticos”



as ovais:

qudo diferentes/parecidas sdo?

um pouco de cada?

estadio




elementos




curvas invariantes rotacionais

regiao de Lazutkin
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cdusticas perto do bordo

Teoria KAM: as curvas "irracionais” persistem



orbitas periddicas

Teorema de Birkhoff (Min-Max): para cada "tipo” ’—;
e pontos criticos do comprimento (fungdo geradora)
e pelo menos duas trajetdrias distintas




estabilidade e instabilidade
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comportamento linear nos

hiperbolico

parabolico
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cisalhamento

" pontos fixos"

eliptico




estabilidade: ilhas elipticas
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ponto fixo eliptico + twist = KAM



Orbitas hiperbdlicas

>\/< e a dinamica é instavel

e quase todo ponto deixa a vizinhanca

e variedades estdvel e instavel

Hartman-Grobman




intersecdes homoclinicas/heterocliinicas

"lembra da elipse”?




juntanto as figurinhas

Regido de instabilidade:
e delimitada por curvas invariantes
rotacionais
e fecho das variedades instaveis

o ilhas elipticas

perguntas de 1 milh3o:

e medida do fecho da variedade/das ilhas

e componente ergddica

e quantas ilhas (nenhuma)



dissipativo

| == | N
., s ! L el :
RS 4 N

gravidade magnético

3-d arame

quantico

aleatdrio

refracdo exterior simplético
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por fim, mas ndo menos importante

OBRIGADA!!!



