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Introducao
Modelo matematico para escoamentos incompressiveis em RN:

U+ Uu-Viu=-Vp+rvAu+F, emRN x(0,00)

divu=0, em RN x [0, o) 1)
lu(x,t)] — 0, quando |x| — oo, t >0
u(x,0) = ug(x), em RN x {t = 0}.

Acima, o campo u = (uy, Us, ..., Uy) representa a velocidade do

escoamento; p é a pressao, escalar. O termo (u - V)u é entendido
como sendo:

N
[(u-V)uly=> gy, j=1,...,N.

i=1

O termo F = F(x, t) € uma forga externa, p.explo. F = —gey, forca
devida a gravidade.
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v > 0: Navier-Stokes, fluidos viscosos
v = 0: Euler, fluidos ideais ou inviscidos

Estamos interessadosem N =2 ou N = 3.

Primeira “equacgao” — lei de conservagao de momento (22 lei de
Newton);

Segunda equacao— incompressibilidade — campos de divergente nulo
preservam volume.

Essas equagdes de servem de modelo para uma grande variedade de
escoamentos, desde 0s mais suaves, laminares/potenciais, até
escoamentos turbulentos.
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Figure: Vortices na esteira de um aviao
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Figure: Vértices na grande mancha vermelha de Jupiter
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Figure: Furacédo Elena, Golfo do México, 1985

Helena J. Nussenzveig Lopes (IM-UFRJ) Singularidades para Navier-Stokes e Euler 02 de agosto de 2024 6/47



Figure: Tornado F5 em Elie, Manitoba (Canada), 2007
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Figure: Leonhard Euler, 1707-1783
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Equacdes de Euler: publicadas em 1757.

Curiosidade: o primeiro artigo de Euler contendo equacotes de
dindmica dos fluidos incompressivel foi Principia motus fluidorum
(Principios dos movimentos de fluidos), escrito em 1752. Contudo,
havia um erro (também feito por d’Alembert): tratava apenas
escoamentos potenciais.

Em 1755 Euler submeteu outro trabalho, Principes généraux du
mouvement des fluides (Leis gerais do movimento de fluidos),
publicado em 1757. O primeiro trabalho sé foi publicado em 1761.
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& 1 B
LHISTHISIHEH SIS
PRINCIPES GENERAUX

PU MOUVEMENT DES FLUIDES,
par M. EULER,

L

yant érabli dons mon Mémoire précedent les principes de équili-
bre des fluides le plus généralement, tant & Iégard de la diverfe
qualité des fluides, que des forces qui y puiflent agir 5 je me propo.
fe de wraiter fur le méme picd It mouvement des fluides, & de recher.
cher les principes géneraue, for lecquels toute la feience da mouve-
ment des fluides eft fondée. On comprend aifément que cette matie-
te elt beaucoup plus difficiley & qu'elle senferme des zecherches in-
comparablement plus profondes : cependant jefpdre d'en venir aufli
heureufement & bout, de forte que 5'il y refte des difficultés, ce ne fera
pes du cbté du méchanique, mais uniquemnt du coié de Panalytiques
cette feience n'fant pas encore portéa 4 e degré de perfoction, qui
fercit néceflire pour déveloper les formoles enalyriques, qui renfer.
‘mear les principes du mouvement des fluides.

J. 1 sgit donc de découvrir les principes, par lesquels on
puille déterminee le mouvement d'un flaide, en quelque &ar qul
trouve, & par quelques forces qu'il foit follicts. ~ Pour cet effet exa-
‘minons en déail tous les articles, qui conftituent le fujer de nos re.
cherches, & qui renferment les ticés Gnt connues qu'inconnues.
Et dabord la narure du fluide o/t fuppolée connae , dont il faut confi-
dérer les diverfes efpeces : le Auide eft donc, ou incompreifible, ou
compreffible. Sl neft pes fasceptible de compreffion, il fut diftin-
guer deux cas, Ton o toure la malfe eft compofée de parcies homo-
gencs, dont h dendicé eft purtout & demeure tovjours k méme, lau-

tre
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Primeiro paragrafo da pagina anterior, Euler diz (traduzindo):

“se restarem dificuldades, ndo sera do lado da mecénica, mas
unicamente do lado da analise: esta ciéncia ndo tendo atingido o grau
de perfeicao necessaria para desenvolver férmulas analiticas que
contenham os principios do movimento dos fluidos.”
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Figure: Sir George Stokes, 1819—-1903
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Entre Navier 1822 e Stokes 1845 houve:
Cauchy 1823,

Poisson 1829,

Saint-Venant 1837

A, Hist, Exact Sci 56 2002)95-150.© Spiner

Between Hydrodynamics and Elasticity Theory:
The First Five Births of the Navier-Stokes Equation

OLIVIER DARRIGOL.

Communicated by ). Z. BuciwaLD

Figure: O. Darrigol, The five births of Navier-Stokes
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Parte do primeiro paragrafo da pagina anterior:

“Hoje em dia as equacgdes de Navier-Stokes sdo vistas como a base
universal da dinamica dos fluidos, ndo importando quao complexo ou
imprevisivel possa ser o comportamento de suas solugoes. (...) No
entanto, o inicio da vida destas equacdes foi tdo fugaz quanto a
espuma da crista de uma onda. A demonstragéo original de Navier de
1822 nao teve influéncia alguma e as equacgoes foram re-descobertas
ou re-deduzidas ao menos quatro vezes, por Cauchy em 1823, por
Poisson em 1829, por Saint-Venant em 1837 e por Stokes em 1845.
Cada novo descobridor ou ignorava ou denegria a contribuicdo de seu
antecessor. Cada um tinha sua prépria maneira de justificar as
equacgdes. Cada um julgava de modo diferente o tipo de movimento e
a natureza do sistema a que se aplicava.”
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O Problema do Milénio para NS

Enunciado para escoamentos em R3 — seja v > 0.
Suponha que ug € S(R?), i.e.

102ug(x)| < Cax(1 + |x])7K,

paratodo x € R®, o e N3, K e N.
Suponha que F € S(R3 x [0, +0)), i.e.

0S0F(x,t)| < Comi(1+ x|+ 1)K,

para todo (x,t) € R3 x [0, +o0),a € N3, me N, K € N.
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Problema A: NS nao forma singularidades em tempo finito:
Mostre que, se F = 0, entdo existe uma solucao

u=u(x,t) € (C®°R3 x [0, +)))3 p = p(x,t) € C*R3 x [0, +0))
de (1) tal que

/ lu(x, t)]?dx < C < +o0 para todo t > 0.
RS

Problema C: NS forma singularidades em tempo finito: Mostre
que, existe Uy € S(R3) e F € S(R3 x [0, +00)), para 0s quais néo
existe nenhuma solugédo u = u(x, t) € (C*(R3 x [0, +0)))3,

p = p(x,t) € C*(R3 x [0, +0c0)) de (1) com essa forga F e esse dado
inicial ug e que satisfaz

/ lu(x, t)|?dx < C < +o0 para todo t > 0.
RS
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O que sabemos
Existéncia local no tempo:

Caso N = 3.

Suponha ug € H™(R3), div uy = 0. Aqui, H™ é o espago de fungbes
de quadrado integravel e cujas “derivadas fracas” até ordem m sdo de
quadrado integravel.

Theorem (Kato, 1972)

Sem > g + 2 entao, para algum T > 0, existe uma unica solugdo
u € C([0, T]; C?(R®)) n C'([0, T]; C(R?)) das equagdes de
Navier-Stokes/Euler.

Em dimensao N =2 temos T = oc.

O problema de formacao de singularidades se coloca também para
Euler!
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O “remédio": enfraquecer a nogao de solugao.

Theorem (Leray, 1934 — Hopf, 1951)

Suponha ug € L?(R3), divug = 0 e F = 0. Entdo existe (ao menos
uma) solugao fraca u € L,((0, +o0); L2(R3)) N L2 ((0, +00); H'(R®))
das equacodes de Navier-Stokes com dado inicial ug. Para estas

solugdes vale

1 T 1
—/ lu(x, T)|2dx+u/ / |Du(x, t)|? dx dt < —/ lug(X)|? dx.
2 R3 0 RS 2 R3

Leray chamou estas solugdes de “solucdes turbulentas”

v

Unicidade é um problema em aberto!

E a pressao??? Multiplicador de Lagrange, recupera-se a pressao a
posteriori.
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O que é uma solugao fraca?

Seja ug € L2(R3), divug = 0 e F = 0. Dizemos que

u € L2((0, +00); L3(R3)) N L2 ((0, +00); H'(R®)) é uma solugéo fraca

de Leray-Hopf das equagbes de Navier-Stokes com dado inicial ug se:
Q paratodo ® € CL(R3 x [0, +00)), div (-, t) = 0, tivermos

+oo
/ 8t¢~u+[(u-V)¢]-u+/ ®(-,0) - ug
0 R3 R3

= y/o+oo /]R3 Tr[Dd(Du)!],

© divu(-, t) = 0 no sentido das distribuigdes, para quase todo t > 0,
© e se, paratodo t > 0, valer a desigualdade de energia:

t
luC, Ol < lluollf 21//0 1Du(-, s)||7 ds.
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Em 2011 também foram obtidas solugcdes fracas globais para Euler:

Theorem (Wiedemann, 2011)

Suponha ug € L2(T3), divuy = 0 e F = 0. Entdo existe (infinitas!)
solugdes fracas u € L2 ((0, +o0); L2(T%)) com este dado inicial. Mais
ainda,

E(t) = %/TS u(x, t)2dx — 0 quando t — + oo,

As solucdes obtidas por Wiedemann sdo muito exéticas:
extremamente irregulares e seguem de uma construgdo bastante ad
hoc, chamada integragdo convexa. Nao sao solugdes fisicamente
razoaveis.

Helena J. Nussenzveig Lopes (IM-UFRJ) Singularidades para Navier-Stokes e Euler 02 de agosto de 2024 20/47



Qual é a natureza da dificuldade?

A equacgdo mais parecida com Navier-Stokes em uma dimensao é
Burgers:

DU + udyu = ed U,

Sabemos que, se ¢ = 0, entdo forma choques em tempo finito. |.e.
OxU — 400 em tempo finito.

Se ¢ > 0 entao a solugao é global no tempo.
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19 Figel0ol1s In.Lgp.Comput Mah 20184150
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BEpiipiziag

Fig 5 Plt o nuneia oo o Example 2 a i tine e for N = 300, ¢ = 0005 and
=000

Figure: R.C. Mittal, Rajni Rohila, Int. J. Appl. Comput. Math (2018) 4:150
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Vamos introduzir a vorticidade:

w = rotu.

Vorticidade € medida de rotag&o infinitesimal.
Equacéo de evolugdo de vorticidade:

Ow + (U V)w = (w- V)u(= Duw) + rAw, (2)

acoplada a relagédo entre o campo de divergente nulo u e w = rot u.

(OBS. Em dimenséo 2, no caso v = 0, o lado direito se anula — a
vorticidade é transportada:

W = aX1 U2 - 6)(2“1,

Ow+Uu-Vw=0.)
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Considerando que:

@ Du e w sao termos de mesma ordem de regularidade (Du é
operador integral singular, trago nulo, ordem 0, em termos de w)

@ Ao longo de trajetérias do campo de velocidades o lado direito
nada mais € que uma derivada temporal:

D
Et—at‘i‘uv,

parece razoavel supor que a vorticidade (no caso v = 0) se comporte
do mesmo modo que as solu¢des de uma equacao do tipo

W= w2 (3)

Isto quer dizer formagao de singularidades em tempo finito! |

(O caso v > 0 também forma singularidades em tempo finito —
equacao de reacdo-difusio.)
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Uma dificuldade importante: ndo-localidade

Contudo, a vida nem sempre é local...!!! J

Formulacao velocidade: — para evoluir pressdo é necessario resolver
—Ap = divdiv (u®u),

para cada instante t > 0.

Formulag&o vorticidade: — u = K[w], K = rot (—A)~".
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Modelos nao-locais para a equagao de vorticidade

Modelo unidimensional para equacao de vorticidade (“baby vorticity
equation”), caso v = 0:

610) = H(CL))UJ, (4)
onde H(w) € a transformada de Hilbert de w,

H(w) = H(w)(x, ) VP/“(y’

comxeR, t>0.

A integral VP (valor principal) € um limite simétrico em torno da
singularidade.

Helena J. Nussenzveig Lopes (IM-UFRJ) Singularidades para Navier-Stokes e Euler 02 de agosto de 2024 26/47



(Constantin-Lax-Majda, 1985) Suponha wy = w(-,0) € H'(R). Assuma
também que

{x | H(wo) > 0} # 0.
Sejaw = w(x, t) a solugdo da “baby vorticity”. Entdo existe T > 0 tal
que w(x,t) — oo quandot — T.

E facil produzir exemplos de tais wy.

Vers&o viscosa: adicione vd2w do lado direito da “baby vorticity”.
Entao as solugdes desta versao viscosa também formam
singularidades em tempo finito (Schochet, 1986).
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Modelo em dimensao 2 — dinamica de contorno; caso v = 0.

Considere um “patch” de vorticidade em dimensao 2:
w = w(x, ) = xp(r), onde D(t) & um dominio material (se move com o
escoamento).

Descricéo da fronteira do “patch”: z = z(a, t) € R?, a € R.

Equacéo de evolugéo do contorno do “patch”, 9D(t):

L 0ty = [ logleto,§) 2ol Dzl O
dta, = o/, g|z(a, o', t)|za(a', ) do'.
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Apos alguns calculos,

az, .
5t (1) = V(Za)20,
onde
B a+tm , z(a, t) — z(a/, 1) /
V(2a) = =5 VP/MT Za(a/, 1) @ 1z(a, t) — z(o/, 1)[2 der.

O operador V é operador integral singular, trago nulo, ordem 0.
Novamente, “se parece” com a equacao de vorticidade.

Formam-se singularidades no contorno em tempo finito?
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(Chemin, 1993) Assuma que 9Dy € C'7, 0 < v < 1. Entdo

dD(t) € C', paratodot > 0.

Mais ainda, a curvatura e o comprimento do contorno sdo estimaveis
por uma exponencial dupla exp(exp t).

Isso mostra que a vida ndo é tédo simples! (Nem tudo que parece a
equagao de vorticidade forma singularidades.)
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Outros modelos — equacao quase-geostrofica, caso v = 0:
o0 +u-Vo=0, u=V(-A)"2(-0). (7)
Acima, V+ = (—0x,, Ox, )-
Derivando, obtemos
HVLE0+ (u-V)V1e = Duvte, (8)
logo V16 faz o papel da vorticidade.

Caso dissipativo: adicione v(—A)* ao lado esquerdo de (7), a > 0.
Caso critico: a = 1/2. Kiselev et alli e Caffarelli et alli mostraram
(2007) que nao ha formagao de singularidades em tempo finito para o
caso critico dissipativo. (OBS. a > 1/2 é mais facil mostrar que néo
forma singularidade.)

Em aberto: sem dissipacao.
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Scaling e criticalidade

Considere u = u(x,t), p=p(x,t), x € RN, t > 0, solucdo de
Navier-Stokes.

Seja A € R.

Entao
Uy = uy(x, 1) = Au(Ax, A%t

P = Pa(X, 1) = A2p(Ax, \21)
também sao solugdes de Navier-Stokes.

Essa invariancia por scaling sugere “espacos criticos de dados
iniciais".

Helena J. Nussenzveig Lopes (IM-UFRJ) Singularidades para Navier-Stokes e Euler 02 de agosto de 2024 32/47



Seja ug dado inicial. Entdo o scaling de ug é:

(Ug)x = (Up)r(x) = Aug(Ax).

Exemplo:
@ Se N =2 entdo ug € L?(R?) = ||ug||;2 = ||(uo)x]|;2 para todo
AeR.
@ Se N =3 entéo ug € L3(R3) = ||ug||;z = ||(uo)x]|,s para todo
AeR.

Entao os espacos criticos onde tomar dados iniciais sdo: L? em
dimenséo N = 2 e L% em dimenséo N = 3.

Ao mesmo tempo, observamos dificuldade adicional em dimenséo
N = 3 relativamente a N = 2, pois L? é um bom espago — preservado
pela evolucéo — enquanto L3 ndo é preservado.
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Seja X7 0 espago dos campos com || - ||, finita, onde

lullx, = sup t"*|u(:, t)]]s.
te(0,7)

Theorem (Kato 1984)

Seja ug € L3(R?) tal que divug = 0. Entdo existe T > 0 e uma tnica
solugdou € C(0, T; L3(R3)) N X1 das equacgbes de Navier-Stokes,
com dado inicial ug.

Mais ainda, existe ¢y > 0 tal que, se ||ug||;s < ov, entdo podemos
tomar T = +o0.

Outros espacos criticos com resultados semelhante: H'/2 (Fujita Kato
1964), BMO~" (Koch Tataru 2001), sendo o espago BMO~' o maior
espagco critico possivel.

Os teoremas de existéncia sao, invariavelmente, locais para dados
arbitrarios, globais para dados pequenos. Sao resultados baseados
em teoremas do ponto fixo via duas normas.
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A “solucao" no teorema de Kato é do tipo “mild":

u=e"uy— /t e’(I=9)Ap[(u(., s) - V)u(-, s)] ds.
0

Acima, "2t é o semigrupo do calor, de modo que, se V = e"2ly,
entdo V satisfaz a equacgéo do calor com dado inicial vy:

otV =vAV,
e V(, O) = 1.
A solucao mild é obtida aplicando o principio de Duhamel para

resolver um problema do tipo

HV =vAV 4+ F,

com F = —P[(u- V)u], e onde PP é a projecao nos campos de
divergente nulo.
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Notemos que ||u||x, < +oo significa
- 8)lls < CEV4,

de modo que, eventualmente, u(-, t) se torna pequeno em LS.
Resultados parecidos com Kato 1984 sao até mais faceis em LP,

p > 3, de modo que, se u(-, t) se tornar suficientemente pequeno em
L8, seguir-se-4 existéncia global.

Este tipo de observacao se aplica a varios outros espacos e nos leva
a concluir que

O PROBLEMA DE FORMAQAO DE SINGULARIDADES PARA
NAVIER-STOKES E UM PROBLEMA DE “TEMPOS
INTERMEDIARIOS"!!!
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Critérios para singularidades

O critério mais simples de formacao de singularidades é devido a
Serrin:

Theorem (Serrin 1962)

Sejauy € H'(R®), divug = 0. Seja
uc L>(0, T; H'(R®) N L2(0, T; H*(R?®)) solugdo de Navier-Stokes,
onde T < Tmax. Entdo, se Tmax < +0o entdo

)
i / lu(-, B[P dt = +oo,
0

T—Tax

sempre que
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Theorem (Beale, Kato, Majda, 1984)

@ Se fOT llw(-, 8)||L ds for limitada, como fungcéo de T, entdo Euler
(ou Navier-Stokes) ndo forma singularidade;

@ Se Euler (ou Navier-Stokes) formar singularidade em tempo Tmax
entdo fOT lw(-, 8)||Lee dS — 400 quando T 7 Tpay.

O critério BKM é muito valioso em simula¢gdes numéricas.

Outro critério: direcdo de vorticidade £ = w/|w|. Enquanto

i
/0 |DE (. 8) |2 ds

for limitada ndo ha formacao de singularidades (Constantin,
Fefferman, Majda, 1996).
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Os problemas de formagéo de singularidades para Euler e
Navier-Stokes estao intimamente relacionados.

2007: reunido cientifica para celebrar os 250 anos da publicagéo das
equacles de Euler (Euler equations: 250 years on).

Houve sessédo de discussao sobre o Problema de Singularidades;
alguns dias antes foi realizada uma pesquisa de opinido. O resultado
foi:
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Actually, the topic of Euler blow up is intimately connected
with the problem of singularities in the Navier—Stokes
equations, which is one of the famous Millennium Prize
problems of the Clay Mathematics Institute. During the EE250
conference an informal poll among the participants on the
problem of finite-time singularities was conducted by C. Bardos
and E.S. Titi. The question was: how confident are you,
on a 0-10 scale, that solutions to the Euler (Navier-Stokes)
equations can develop finite-time singularities? The results are
given in the following table.

Response o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Tot

#of votes 8§ 2 2 4 2 9 0 3 3 3 7 43
(Euler)
#of votes 20 8 4 0 I 5 0 1 0 0 2 41
(N.-S.)

Highest peaks are marked in bold.

Figure: Singularidades: Euler x Navier-Stokes

E evidente que ninguém tinha um bom palpite do que ocorre com
Euler!

Mas a maioria achava que Navier-Stokes ndo forma singularidade.
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Conclusdes a partir de simulagcdes numeéricas — histérico elaborado
por R. Kerr.

HISTORY OF EULER
Method, then YES or NO on singularity

¢ 1975 Early Taylor-Green — 1989 Spectral: YES
Inconclusive. too crude

¢ 1970 Pade of Taylor-Green.  Yes — 1990 Nested DNS: NO

© 1983 DNS of Taylor-Green for Euler bad mumerics

No —1993 Filtered initial conditions:
YES [|wlx ~ 18/(T —t)

— 1998 Cylindrical vortex [Grauer et al.(1998)
YES with||wl| = 18/(T —t)

—2006 Hou and Li, filtered spectreal:

e 1984 Beale-Kato-Majda.
Bounds for Euler

1986 Chorin/Siggia.

Vortex filaments. Yes NO
o DNS = Direct numerical simulation —2006 Orlandi and Carnevale, new
— 1987 Early: NC claims of singular behavior with un-
too much flattening resolved problems
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Onde estamos atualmente?

Em outubro/2022 e maio/2023 Jiajie Chen e Tom Hou anunciaram
uma demonstracdo assistida por computador de formacao de
singularidades para Euler.

Theorem (Chen Hou 2022, 2023)

Existe uma familia de dados iniciais suaves, (6y,wq), para os quais 2D
Boussinesq e 3D Euler formam singularidades estaveis e quase
auto-similares em tempo finito.

A assisténcia do computador é necessaria para construir os perfis
auto-similares com erro pequeno e também para o célculo de
majorantes 6timos para as constantes no estudo de estabilidade.
O trabalho completo ainda n&o foi aceito para publicacao.

Em 2024 os mesmos autores anunciaram que esta configuragédo
sugere singularidade potencial também para 3D Navier-Stokes. Ha
simulagbes numéricas para corroborar mas ndo hg uma
demonstracdo, nem mesmo assistida por computador.
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O ponto de partida € uma configurag@o axisimétrica e escoamento
“impar", isto €, a componente de rodopio da vorticidade tem simetria

impar.

s=-iL

Figure: Vorticity kinematics of the 3D Euler singularity; solid: vortex lines;
straight dashed lines: axial flow; curved dash lines: vortical circulation.

A singularidade nasce na fronteira do dominio.
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- j; ||.‘:(s)|\,et‘is as funcltion of tin‘1e

t x10®

Figure: De acordo com o critério BKM aparece singularidade em tempo finito
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Conclusoes e conexoes

@ Os problemas de singularidades para Euler e Navier-Stokes sao
importantes e atuais.

@ As ferramentas de analise usadas sdo modernas e sofisticadas:
analise harménica (operadores integrais singulares,
decomposicao de Littlewood-Paley, “wavelets”, etc), analise
funcional (espagos de fungdes), analise microlocal (célculo
paradiferencial, etc).

@ Esta area depende, de modo nao-trivial, de sinergia entre analise,
experimentos e simula¢des numéricas, na melhor tradi¢cao de
matematica aplicada.

@ Uma resposta definitiva ajudara a compreender varios outros
problemas importantes de mecénica dos fluidos, tais como
transigao para turbuléncia, modelagem de escoamentos
turbulentos e dissipacéo de energia, etc.

@ Em resumo, trata-se de uma area rica em problemas,
interdisciplinar e extremamente ativa.
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Leitura recomendada:

The Navier-Stokes Problem
in the 21st Century

A CHAPMAN K HALL 800K
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Obrigada!
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