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Resumo:Este trabalho dedica-se a apresentar os conceitos basicos e definicoes relacionados aos subespacos vertical e horizontal do duplo espaco tangente de uma variedade Riemanniana, i.e., o espaco tangente

ao espaco tangente da variedade. Com 1sso podemos definir a métrica de Sasaki, pertencente ao conjunto das métricas naturais. Finalmente, defintmos a energia de Dirichlet no contexto de campos vetoriais

suaves gerais e unitarios em uma variedade Riemanniana fechada e sem bordo.
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| 1 Conooitos Preliminares |

Durante todo o trabalho consideramos (M, g) uma variedade Ri-
emanniana m-dimensional orientada e fechada, i.e., compacta e sem
bordo. A métrica g ficara subentendida na notacao M. Denotaremos
por war : IT'M — M e mpyr : TT'M — T'M as projecoes associadas
a08s seus respectivos espacos tangentes.

Proposicao 1 Uma carta (U = 34 (U),¥) de TM induzida por

uma carta (U, xz;) de M €, em coordenadas, dada por

Yp,u) = (z'(p),...,2™(p), &',....&M),
ondeu:ﬁj%eTpM, & eR ep=myp,u)el.

Proposicao 2 Uma carta (WE}W(INJ),\IJ) de TTM induzida por

uma carta ((7 ) de TM €, em coordenadas, dada por

U(p,u,n) = (:cl(p), . ,xm(p),ﬁl, Lo xt oo x™m gt ',
onde n = (X' n') € TipuITM, ueTpM, Xt nteR.
Corolario 1 Nas coordenadas acima, temos que as aplicacoes de
projecao sao dadas por
TM - TM — M
(2, €") 7 (a")

mra s TTM — T'M
(2", €', X' ') s (2, €1),
Proposicao 3 A aplicacao tangente T(p,u)WM : T(meM — IpM
de mys no ponto (p,u) € TM €, em coordenadas, dada por

T(p,’u,)ﬂ-M ) (x’bjgle’Ljnl) — (xZ7XZ>

Definicao 1 O laplaciano de conexao, ou rough laplacian,
de M € o operador Ay : X(M) — X(M) definido por

onde {E1, -, En} € um referencial local ortonormal de M.
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Definicao 2 O subespaco linear V(pm = ker (T (

pu)TM ), onde

ker(T(,, ymar) = {(«,€,0,0°) | (p,u) = (°,€)), (') € R™},
¢ chamado subespaco vertical de T(pju)TM :

Considere X € T,M e tome uma curva v : R — M tal que
v(0) = p and dgz—\tzo = X. Considere o campo vetorial u(t) ao longo
de v dado pelo transporte paralelo do vetor u € T, M ao longo de v e
note que também podemos considerar u(t) como uma curva em T' M

passando por u. Fixando

0 0

_xJ 7. _ eI(4) J(0) = &7
X=Xlg5 W=, o d0=¢
temos que
OZV%W(t)
CdE(t) O dy' %,

— AR ()
o T8O TG0) 5
que avaliado em ¢t = 0 nos da

dgl (t)
dt

= " X'Ty(p).
t=0
Com isso, o vetor Xy, chamado de levantamento horizontal de

X em (p,u), tangente a u(0) é escrito em coordenadas como

Definicao 3 O subespaco H(p,u) de todos os levantamentos hori-

zontais de vetores de TpyM em w € dado por

Hipuy = {(@', €, X', =" XIT%) | (p,u) = («',€), (X') € R™}

e ¢ chamado de subespaco horizontal de T(pju)TM .
X,
“ ™

o —— TTM

FIGURA 1: Levantamento horizontal de um vetor X € T,,M.
Proposicao 4 As aplicacoes

> HM o T g, - Hpw — TpM

o) Vipa) o lou)™™I 0 M
(2!, ¢ X1 —ka]F§k> — (2%, X

(',€,0,7") = (2", 7))
sao isomorfismos e T<p7u)TM = V(p,u) D H(p,u)‘

Definicao 4 Dado n € T (p’u)T M, sejam n", nh suas partes verti-
cal e horizontal respectivamente. Dado (p,u) € T, (p,u)TM , defini-

mos a aplicacao linear

B pu) - L pan M = IpM

= Lipu) (n").

A aplicacao K € chamada de mapa de conexdo da conexdo de

Levi-Crivita de M.
T,M T,M

ﬂ / B
I | Hp,u) e

~
=

FIGURA 2: Subespacos horizontal (vermelho) e vertical (azul).

Definicao 5 A métrica de Sasaki g5 ¢ uma métrica natural de
T'M dada por

9s(1n,8) = g(K(n), K(&)) + g(Tmpr(n), Tmpr(£)),

onde n,& € TTM.
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Trataremos a energia apenas no contexto de campos vetoriais,

vistos como aplicagoes X : (M, g) — (T'M, gs).

Definicao 6 O funcional energia, também conhecido como a

energia de Dirichlet, é o mapa £ : X(M) — |0, 00) dado por

E(X) = .

2
> Do |ITX1 Py,

onde wy ¢ a forma volume dada pela métrica g e ||TX|]* =
trqg(X*gs) € a norma de Hilbert-Schmidt de T'X.

Note que, considerando Z; = T X (E;)

trg(X=gs) = 2 9(Tn(Z;), Tn(Z;)) + 9(K(Z;), K(Z;))
= m+Z7; g(VEiX, VEZX)

Proposicao 5 Para todo campo vetorial X € X(M), a energia de

Dirichlet € igual a

m 1
E(X) =5 wol(M) + 2 [ VX[ wy,

onde vol(M) = /ng e ||[VX|]? = 2.i9(VpX,VpX), para

{Eq, -, En} referencial local ortonormal de M.

Lema 1 Para todo campo vetorial X € X(M), a energia de Diri-

chlet € igual a
1
E(X) = § fyytr(Lx) g
onde Ly = Id+ (VX)loVX.

Teorema 1 ([3]/) Dado X € X(M), as afirmagoes abaixo sdo

equivalentes:
1. X € uma aplicagdo harmonica de (M, g) para (T'M, gs);
2. X ¢ um minimo absoluto do funcional energia;

3. X € paralelo, 1.e., VX = 0.

Teorema 2 ([5]) Dados X € XY(M) e {E1,--- ,En} referencial

local ortonormal de M, as afirmacoes abairo sao equivalentes:
1. X € uma aplicacdo harmoénica de (M,q) para (T'M, gs);

2. X € um ponto critico do funcional energia &| x4 (M)

3. Ng(X) = ||VX|]PX .

Ou seja, encontrar um ponto critico do funcional energia é o

mesmo que encontrar um autovetor do laplaciano de conexao.

Exemplos:

i.) Campos de Hopf em S27+L ¢50 pontos criticos da energia para todo
n > 1;

ii.) Campos vetoriais X : (M, g) — (T'M, gs) que sdo também imersoes

isométricas.
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