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Resumo

O presente trabalho procura reticulados quase perfeitos segundo a métrica
euclidiana em ambientes reticulados retangulares de dimensao dois. Iniciamos
com a apresentacao dos conceitos relacionados a teoria de reticulados e a teoria
de codigos, em particular, aos codigos em reticulados. Discutimos também os
limites, bem como as densidades de empacotamento e cobertura, € os raio de
empacotamento € cobertura, considerando ambientes reticulados. Em seguida,
apresentamos o grau de imperfeicao de um reticulado e o algoritmo utilizado
para encontrar codigos quase perfeitos em ambientes reticulados retangulares
na dimensdo dois. E possivel encontrar codigos quase perfeitos em outros
ambientes reticulados que nao sejam apenas o Z".

Descricao

O estudo de reticulados possui diversas aplicacoes na tecnologia ¢
comunicacdao, como no empacotamento de reticulados. Neste trabalho, busca-se
classificar reticulados quase perfeitos em ambientes retangulares de dimensao
2, utilizando o algoritmo de STRAPASSON (SANTOS, 2024) para encontrar
os raios que resultam em codigos quase perfeitos. O estudo apresentado
diferencia-se de outros ao focar em reticulados quase perfeitos em reticulados
ambientes retangulares de dimensao 2, em vez de considerar apenas o ambiente
Zn. O trabalho envolveu o estudo da teoria de reticulados, teoria de codigos e
resultados computacionais, ressaltando a importancia do algoritmo na busca
por codigos quase perfeitos. E possivel aprimorar o algoritmo para melhorar as
solucoes em outras dimensoes.

Definicao 1. Definimos o conjunto das distancias em Z", na metrica lp, com L
C Z_sendo Dpn ={d & Rtal que, existe z & Z_com dp(z, n)= ||Z||p ;.

Definicao 2. A distancia entre dois elementos x, y € D
definida como sendo d(x, y) = # ( Dp (L) N [x,y)).
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Definicao 3. Dizemos que um reticulado L C La tem grau de imperfeicao t se
a distancia entre o raio de empacotamento € de cobertura for igual a t, ou seja,

d(rp, Rp)z t.

Observacao 4. Quando o raio de empacotamento € o raio de cobertura forem
1guais temos que a distancia € zero, 1sto €, t=0 logo o reticulado ¢ perfeito.
Agora, 0 caso em que o reticulado ¢ quase perfeito, os raios de empacotamento
e cobertura sao consecutivos, € a distancia entre eles € 1.

Teste de injetividade e sobrejetividade

O teste da 1njetividade ¢ baseado no teorema proposto por Horak and Albdaiwi.
Este teste ¢ 1mportante para o desenvolvimento do Algoritmo que sera
apresentado.

Teorema 1. Seja P C 7", tal que #P=m. Existe um reticulado que ladrilha Z*
pelo translado de P, se somente se, existir um grupo abeliano G de ordem m ¢
um homomortismo @ : Z"—G tal que a restri¢ao @ |, ¢ uma bijegao.

O Corolario a seguir ¢ uma releitura do Teorema 1, proposto por Horak and
Albdaiwi.

Corolario 1. Seja P © L , tal que #P=m. Existe um reticulado que ladrilha L ,
pelo translado de P, se somente se, existir um grupo abeliano G de ordem m ¢
um homomortfismo ® : L =G tal que a restrigdo O |, ¢ uma bijegao.

O Algoritmo estda baseado nos testes de injetividade e sobrejetividade
apresentados no Corolario 1 € no Teorema 1. Em que, o teste de injetividade
faz a associacdo de cada reticulado L. © L . Assim podemos encontrar os
possiveis raios 1, em que podemos achar quase perteitos em L .

Dessa forma, os raios serdo determinados pelo reticulado ambiente L, 1SS0 acontecera até um
determinado valor que depende da densidade.

Algoritmo - Buscar codigos perfeitos e quase-perfeitos
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Codigos quase-perfeitos em reticulados retangulares de dimensao n=2

Temos que os reticulados com grau de imperfeicao t = 1 sdo dois a dois equivalentes, por
exemplo, {{1,7},{0, 25}} e {{1,18},{0, 25}} sdo equivalentes e ambos nao sdo equivalentes
ao reticulado {{5,2},{0, 5}}, como podemos observar nas figuras abaixo.
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