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Aplicando Bases de Grobner a Problemas de Otimizacao
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Resumo:Este trabalho mostra uma das diversas aplicacoes das bases de Grobner em ideais de anéis de polinomios de multiplas varidveis. Abordamos um problema de otimizacao utilizando o método dos

multiplicadores de Lagrange. Esse método for aplicado para determinar os pontos de mazrimo e minimo de uma funcao polinomial, sujeita as restricoes de uma variedade algébrica, resultando em um sistema de

equacoes polinomiais cuja resolucao pode ter um custo computacional muito grande. A utilizacao das bases de Grobner, com uma ordem monomaial adequada, transforma este sistema em um conjunto de equacoes

equivalentes mais simples, onde as solucoes podem ser eficientemente identificadas.
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As Bases de Grobner sao uma ferramenta poderosa na algebra
comutativa, conhecida por suas propriedades computacionais eficazes.
Elas sao capazes de resolver uma variedade de problemas matematicos
complexos, desde a determinacao dos elementos de um ideal até a solu-
cao de sistemas de equagoes polinomiais e questoes de parametrizacao.
Essas bases sao fundamentais para simplificar e computar solucoes que,
de outra forma, seriam inacessiveis devido a sua complexidade.

Neste trabalho, aplicamos as Bases de Grobner a problemas de
otimizacao nos quais tanto a funcao objetivo quanto as restricoes sao
formuladas por polinomios. A utilizacao de Bases de Grobner permite
uma eficiente decomposicao e resolucao desses sistemas polinomiais,
resultando em um sistema equivalente com complexidade computacio-
nal significativamente reduzida. Esta abordagem nao apenas simplifica
o processo de solucao, mas também melhora a eficiéncia ao lidar com

orandes sistemas de equagoes polinomiais.
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Definicao 3.1 Uma ordem monomial > em k|x1,...,xn| € qual-

quer relagcdo sobre 7Y, aplicivel ao conjunto de mondomios

%, o € Y, que satisfaz as sequintes condigoes:
(i) > ¢é uma ordem total em ZY.
(ii) Se a > 3 ey € ZK ), entdo o+ > B+ 1.

(iii) > € uma boa ordem em Z%, significando que todo subconjunto

nao vazio de Z% possui um menor elemento sob >.

A ordem que iremos usar para resolver nosso problema de otimizacao

sera a ordem lexicografica.

Definicao 3.2 (Ordem lexicografica) Sejo a = (aq,...,ap) €
B=(8,...,8) € Z%y. Dizemos que o >, B, se no vetor dife-
renga o — 3 € Z%y o menor valor positivo a esquerda € diferente

de zero. Escrevemos x® >, ©° se o >, 5.
Alguns exemplos:
1.(1,2,0) >0, (0,3,4)
2.(3,2,4) >100 (3,2, 1)
3.(1,0,0) >7pp (0,1,0) >0, (0,0,1)
Como generalizacao do exemplo 3 temos que 1 >0 T2 >[oy

o >1o0 Typoem kX, .. Xy

Proposigao 3.1 A ordem lexicogrifica em Z% € uma ordem mo-

nomaial.

Estabelecida uma ordem monomial em k|zq,...,xy], teremos
um algoritimo de divisao de um polinémio f(z) por um numero fi-
nito de polinnémios f1(x), fo(x),. .., fi(x) retornando quocientes e

um resto.

Teorema 3.1 (Teorema das bases de Hilbert) Todos os ide-

ais I C klxy,...,xp] tem um conjunto gerador finito. Isto €,
I ={g1,...,9¢t) para qualquer g1,...,g+ € I.

Definicao 3.3 Dada uma ordem monomzial, um conjunto finito

G ={g1,...,g¢} de polinomios de um ideal I ¢ uma base de Gréb-
ner se (LT(g1),...,LT(g)) = (LT(1)).

A partir desta proxima definicao, sera estabelecida a ideia de
como construir essa base de novos polinomios. Essa base consolidara
todo o conjunto finito a ser construido, conforme estipulado pelo Teo-

rema das Bases de Hilbert.

Definicao 3.4 Seja f,g € klxy,...,xn] 0s polinomios diferentes

de zero.

(i) Se o multigrau(f) = « e o multigrau(g) = [, entdo seja

v=01...
7 de menor multiplo comum de LM(f) e LM(g), escrito

2 = MMC(LM(f), LM(qg)).

,Vn), onde v; = méax(a, B;) para cada i. Chamamos

(7i) O S-Polinémio de f e g é a combinagdo
x! / x
LT(f) LT(g)

A partir dessa definicao, serao construidos todos os novos poliné-
mios. Dessa forma, ao eliminar os termos lideres, sera possivel mudar
a disposicao dos polinomios e, eventualmente, reduzir a dimensao do

polinomio de R” para R,

Teorema 3.2 (Critério de Buchberger) Seja [ um ideal em
um anel de polinomios. Um conjunto G ={g1,...,9t} € uma base
de Grobner para I se, e somente se, para todos os pares i,j com
i > J, o resto da divisao de S(g;, gj) por G (listados em alguma

ordem) € zero.
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Inicialmente, o método de Lagrange ¢ utilizado para encon-

trar maximos e minimos de uma funcao f(x,y, z) sujeita a restricao
g(z,y, z) = 0, permitindo determinar todos os valores de (z,y, z) e A
a partir da seguinte equacao:

Exemplo: Seja o polinomio x4+y2+z2 —1, use multiplicadores
de Lagrange para encontrar o ponto mais proximo determinar os pon-
tos na superficie do polindmio, mais proximos do ponto (1,1,1) € RS

Para encontrar o ponto, seja um fun¢ao f(x), que tenha forma
da esfera, de centro (1,1,1), usando o método de lagrange, em
flx) = (x — 1)+ (y — 1)? + (2 — 1), e com a restricio no polind-
mio, dado, segue entao que. O primeiro passo ¢ calcular as derivadas

parciais de x, y e z para f e g:

Vf(x,y,2)=AVg(x,y,2)

20 — 2 = Ma? (1)
20 — 2 = A2y (2)
22 — 2= A2z (3)

Utilizando o Critério de Buchberger, identificamos que cada po-
linomio do sistema pertence ao ideal I = (—)\4x3 + 2 — 2, =2y +
20 — 2, N2z + 22 — 2, 4 Y2+ 22 — 1). A partir disso, computando
com uma ordem lexicografica, outros novos polindmios sao gerados,

simplificando o sistema para incluir apenas uma tnica variavel.

64210 — 95629 130428+ 9627 —4712042322° +1762% — 1722 +- 422+
322 — 8 =0 (4)
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y—z2=0 (5)

Sz —192y%2 +448y220 — 4812 2° — 624122 14251223+ 1639222 — 172y % 2+
102y2 " — 448y 25 +48y2° +600y 2" — 393y 2> — 140y 22+ 136y 2 — 19227+
6402°—3042"—121625+15452°43382* —13682°+3682°43122—136 = 0

(6)

N—al 4 x— 2+ 2 — 227+ 22 =0 (7)

A partir do primeiro sistema, um polinomio de uma tUnica va-
riavel z foi gerado, permitindo calcular as raizes de z. Este polinomio
de grau 10 pode ter até 10 raizes possiveis. Das raizes obtidas pela
biblioteca de solucao de polindmios "solve.lib", apenas duas eram reais
e as demais complexas. Com as raizes de z, procedemos a resolucao
das demais equacoes para encontrar y, T e .

Primeira solucao real:
A=2.6038, x=—-0.686761, y=—0.62352, z = —0.62352
Segunda solucao real:

A= —0.575253, x =0.663676, gy = 0.634819, =z = 0.634819

F1(—0.686761, —0.62352, —0.62352) = 8.116797,

12(0.663676, 0.634819, 0.634819) = 0.379828.

A partir dos resultados obtidos em f] e fo, temos os candida-
tos a maximo e minimo dentro de f(z). Dessa maneira, ao avaliar
os pontos, temos que (0.663,0.634,0.634) é o ponto mais proximo de
(1,1,1) do polindmio z* + y* + 2 — 1 = 0. E em contraste, o ponto
(—0.0686, —0.623, —0.623), é o ponto mais distante.
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