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Resumo:A teoria espectral de grafos é uma ferramenta poderosa para analisar as propriedades do grafo. Os polinômios característicos, os autovalores, que são as raízes do polinômio característico, fornecem
informações sobre a conectividade, estabilidade e outras características estruturais importantes de um grafo. Este trabalho apresenta a determinação espectral do grafo tripartido completo, mais especificamente as
subclasses K1,1,i e o K1,2,i para i ≥ 1. Os polinômios característicos e os autovalores para i = 1, 2, . . . , 8 dessas subclasses são analisadas e definidas.
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1. Introdução

A teoria espectral em grafos tripartidos completos pode ser uma
ferramenta matemática essencial para explorar e entender as proprie-
dades estruturais desses grafos. Analisando o polinômio característico
e seus autovalores, podemos obter informações estruturais valiosas so-
bre a conectividade, estabilidade e outras características importantes
dos grafos tripartidos, o que tem ampla aplicação em diversas áreas da
ciência e engenharia.

Definição 1 Um grafo G = (V, E) é um conjunto finito não-vazio
onde V (G) é um conjunto de vértices e E(G) é um conjunto de
arestas. Cada elemento e no conjunto E é um par (i, j) que indica
que o vértice i é adjacente ao vértice j (ou seja, são adjacentes,
e a aresta e incide em i e j).

O grafo é dito não-direcionado quando os pares que representam
as arestas são não-ordenados, isto é, (i, j) = (j, i). A representação
gráfica de um grafo consiste em pontos distintos do plano associados a
cada vértice e, para cada aresta (i, j), um segmento de reta conectando
os pontos correspondentes aos vértices i e j.

Um grafo k-partido é um grafo cujos vértices podem ser par-
ticionados em k partes, onde quaisquer vértices em uma mesma parte
são não-adjacentes entre si. Um grafo é k-partido completo se existe
aresta entre todos os pares de vértices que estão em partes diferentes.
No caso do grafo bipartido completo, o k = 2. No caso em que k = 3
de um grafo k-partido completo, o grafo é conhecido como tripartido
completo.

Figura 1. Grafo tripartido completo K2,2,3.

Neste trabalho, iremos analisar o espectro dos grafos tripartido completo,
mais especificamente as subclasses K1,1,i e K1,2,i, para i ≥ 1, onde o polinômio
característico e seus autovalores são definidos.

2. Teoria Espectral dos Grafos

Seja um grafo G = (V, E) com n vértices. A matriz de adjacência A(G) de
G é a matriz quadrada de ordem n cujas as entradas são aij = 1 se os vértices vi e
vj são adjacentes e aij = 0 caso contrário. O polinômio característico dessa matriz
pG = det(A − λIdn) é conhecido como polinômio característico do grafo
correspondente e nos apresenta informações importantes a respeito das propriedades
do grafo. Trata-se de um polinômio de grau igual à ordem da matriz (que equivale
a ordem do grafo) que o define. Suas raízes são os autovalores de A. Dizemos que
λ é um autovalor do grafo G, se λ é um autovalor da sua matriz de adjacência
A(G), e que o polinômio característico de A(G), p(λ) = det(A − λI) é o polinômio
característico de G, notado pG(λ). Essas definições são baseados de [5].

Se a matriz A(G) possui autovalores distintos de λ1 > . . . λs com multiplici-
dade iguais a m(λ1), . . . m(λs), respectivamente, então o espectro do grafo é deno-
tado spect, é definido como a matriz 2xs, onde onde a primeira linha é constituída
pelos autovalores distintos de A(G) dispostos em ordem decrescente e a segunda
linha, pelas suas respectivas multiplicidades algébricas.

Caracterizações em grafos tripartido completo sob o olhar da álgebra linear
são vistos em alguns trabalhos, como o trabalho de [1], que apresenta uma caracte-
rização do grafo tripartido completo Ki,i,n−2i para n ≥ 4. O trabalho [3] apresenta
uma caracterização em grafos tripartidos completos que são regulares e possuem es-
trela como complemento. Caracterizações em outras classes de grafos sob o aspecto
da álgebra linear podem ser vistos em [5].

3. Resultados obtidos

Seja n a quantidade de vértices e m a quantidade de arestas para os grafos
tripartido completo K1,1,i e K1,2,i, para i ≥ 1. O polinômio característico da matriz
A(G) de ordem n possui grau n, isto é,

p(λ) = a0λ
n + a1λ

n−1 + · · · + an−1λ, an (1)

A Tabela 1 apresenta os polinômios característicos dos tripartidos completos
K1,1,i e do K1,2,i para i = 1, 2, . . . , 8:

Tabela 1. Polinômios característicos do K1,1,i e K1,2,i.

Os sinais positivos e negativos nos polinômios têm significados específicos e
desempenham papéis importantes na determinação das propriedades da matriz e na
estrutura dos grafos. Com os valores obtidos na Tabela 1, podemos observar algumas
delas, como:

Proposição 1 Seja G um grafo com n vértices e m arestas e seja a Equação
(1) o polinômio característico de G. Então os coeficientes de pG(λ) satisfazem
as seguintes propriedades:
1. a1 = 0;

2. a2 = −m;

3. a3 = −2s, onde s é o número de triângulos no grafo.
Prova. As demonstrações dos itens 1, 2 e 3 podem ser vistos em [2].

Os expoentes no polinômio característico indicam as potências da variável
λ e representa a multiplicidade algébrica daquele autovalor. A multiplicidade
algébrica de um autovalor (λ) indica a maior potência de (λ−I) que divide o polinô-
mio característico completamente fatorado. Em outras palavras, representa quantas
vezes (λ − I) aparece como um fator na fatoração do polinômio.

No contexto dos grafos tripartidos completo, os expoentes do polinômio ca-
racterístico fornecem informações relevantes sobre as propriedades estruturais e to-
pológicas desses grafos em questão. Observe a Figura 2:

Figura 2. Caracterização estrutural do K1,1,i, para i = 2, 3, 4.

Tanto para K1,1,i quanto para K1,2,i, o polinômio característico é composto
dos coeficientes a0, a1 e a2. Podemos ver que o expoente do coeficiente a0λ

n equi-
vale ao número de vértices n, o coeficiente a1λ

n−1 equivale ao número de arestas m

e seu expoente respectivo equivale a i. Note que o valor de i equivale também a
quantidade de triângulos no grafo tripartido completo.

Agora, quando olhamos o polinômio característico do grafo tripartido com-
pleto K1,2,i (Figura 3), temos um cenário um pouco diferente quando se trata da
quantidade de triângulos existente nesse grafo.

Figura 3. Caracterização estrutural do K1,2,i, para i = 2, 3, 4.

A quantidade de triângulos em um K1,2,i pode ser determinado pelo expoente
do coeficiente a2, onde seja, 2i. Vemos então que o polinômio característico de um
grafo tripartido completo determina o número de seus vértices, de suas arestas e
de seus triângulos. No entanto, não é possível generalizar para todos os tripartidos
completos, ou seja, nem sempre os ciclos de comprimento s (s ≥ 3) são determinados
em função dos expoentes dos polinômios.

Os autovalores de um polinômio característico têm um significado impor-
tante na álgebra linear e na teoria de matrizes. Os autovalores λ1, λ2, . . . , λn de uma
matriz A são as raízes do seu polinômio característico p(λ), ou seja, são os valores
que satisfazem det(A − λI) = 0.

Para os tripartidos completos K1,1,i e K1,2,i, temos as seguintes propriedades
relacionadas aos seus autovalores:

Teorema 1 Seja K1,1,i o grafo tripartido completo não regular de ordem n e de
tamanho m. O seu autovalor λ1 = 0 para i > 4 e λ1 < n.

Prova. A prova é trivial e pode ser adaptada de [1].

Teorema 2 Seja K1,2,i o grafo tripartido completo não regular de ordem n e de
tamanho m. O seu autovalor λ1 = 0 para i > 0.

A Tabela 2 apresenta os autovalores de K1,1,i e K1,2,i (para i = 1, 2, . . . , 8),
que são raízes dos polinômios característicos definidos anteriormente:

Tabela 2. Autovalores do K1,1,i e K1,2,i.

4. Conclusão

Como trabalhos futuros (em continuidade), deseja-se determinar a fórmula
geral do polinômio característico e dos autovalores e autovetores dos tripartidos com-
pletos K1,1,3 e K1,2,3, além dos autovalores mínimos e máximos, bem como outras
classes de grafos tripartidos completos.
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