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Resumo:A teoria espectral de grafos é uma ferramenta poderosa para analisar as propriedades do grafo. Os polindomios caracteristicos, os autovalores, que sao as raizes do polinomio caracteristico, fornecem

informacoes sobre a conectividade, estabilidade e outras caracteristicas estruturais tmportantes de um grafo. Este trabalho apresenta a determinacao espectral do grafo tripartido completo, mais especificamente as

subclasses K114 € 0 K194 para © > 1. Os polinomios caracteristicos e os autovalores para t =1,2,...,8 dessas subclasses sao analisadas e definidas.
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A teoria espectral em grafos tripartidos completos pode ser uma
ferramenta matematica essencial para explorar e entender as proprie-
dades estruturais desses grafos. Analisando o polinémio caracteristico
e seus autovalores, podemos obter informacoes estruturais valiosas so-
bre a conectividade, estabilidade e outras caracteristicas importantes
dos grafos tripartidos, o que tem ampla aplicacao em diversas areas da

ciéncia e engenharia.

Definicao 1 Um grafo G = (V, E) € um conjunto finito ndo-vazio
onde V(G) € um conjunto de vértices e E(G) € um conjunto de
arestas. Cada elemento e no conjunto E € um par (¢, 7) que indica
que o vértice i € adjacente ao vértice j (ou seja, sao adjacentes,

e a aresta e incide em i e j).

O grafo é dito nao-direcionado quando os pares que representam
as arestas sao nao-ordenados, isto é, (¢,7) = (j,7). A representacao
orafica de um grafo consiste em pontos distintos do plano associados a
cada vértice e, para cada aresta (7, 7), um segmento de reta conectando
os pontos correspondentes aos veértices ¢ e 7.

Um grafo k-partido ¢ um grafo cujos vértices podem ser par-
ticionados em k partes, onde quaisquer vértices em uma mesma parte
sao nao-adjacentes entre si. Um grafo é k-partido completo se existe
aresta entre todos os pares de vértices que estao em partes diferentes.
No caso do grafo bipartido completo, o kK = 2. No caso em que k = 3
de um grafo k-partido completo, o grafo é conhecido como tripartido

completo.

Figura 1. Grafo tripartido completo Ky 3.
Neste trabalho, iremos analisar o espectro dos grafos tripartido completo,

mais especificamente as subclasses K1, e K9, para ¢ > 1, onde o polindmio

caracteristico e seus autovalores sao definidos.

Seja um grafo G = (V, E) com n vértices. A matriz de adjacéncia A(G) de

G ¢ a matriz quadrada de ordem n cujas as entradas sao a;; = 1 se os vértices v; e
v; sao adjacentes e a;; = 0 caso contrario. O polindmio caracteristico dessa matriz
pa = det(A — Ald,) é conhecido como polindmio caracteristico do grafo
correspondente e nos apresenta informacoes importantes a respeito das propriedades
do grafo. Trata-se de um polindmio de grau igual a ordem da matriz (que equivale
a ordem do grafo) que o define. Suas raizes sao os autovalores de A. Dizemos que
A ¢ um autovalor do grafo GG, se A é um autovalor da sua matriz de adjacéncia
A(G), e que o polindmio caracteristico de A(G), p(A) = det(A — AI) é o polindmio
caracteristico de G, notado pe(A). Essas definigoes sao baseados de [5].

Se a matriz A(G) possui autovalores distintos de Ay > ... Ay com multiplici-
dade iguais a m(A1), ... m(\s), respectivamente, entdo o espectro do grafo é deno-
tado spect, é definido como a matriz 2xs, onde onde a primeira linha é constituida
pelos autovalores distintos de A(G) dispostos em ordem decrescente e a segunda

linha, pelas suas respectivas multiplicidades algébricas.

Caracterizacoes em grafos tripartido completo sob o olhar da algebra linear
sao vistos em alguns trabalhos, como o trabalho de [1], que apresenta uma caracte-
rizagao do grafo tripartido completo K;;,—o; para n > 4. O trabalho [3] apresenta
uma caracterizacao em grafos tripartidos completos que sao regulares e possuem es-

trela como complemento. Caracterizagoes em outras classes de grafos sob o aspecto

da algebra linear podem ser vistos em [5].

Seja n a quantidade de vértices e m a quantidade de arestas para os grafos
tripartido completo K1, € K24, para ¢ > 1. O polinomio caracteristico da matriz

A(G) de ordem n possui grau n, isto é,

p(A) = ap\" + a N - b a, ) ay, (1)

A Tabela 1 apresenta os polindmios caracteristicos dos tripartidos completos
Kl,l,’i e do Kl,Q,Z' para 1= 1, 2, “.e ,81
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Tabela 1. Polinomios caracteristicos do Ky 1; e Ky 2.

Os sinais positivos e negativos nos polindmios tém significados especificos e
desempenham papéis importantes na determinacao das propriedades da matriz e na
estrutura dos grafos. Com os valores obtidos na Tabela 1, podemos observar algumas

delas, como:

Proposicao 1 Seja G um grafo com n vértices e m arestas e seja a FEquacao
(1) o polinomio caracteristico de G. Entao os coeficientes de pa(\) satisfazem

as sequintes propriedades:

1. a| = 0,’
2.a9 = —m;
3. a3 = —2s, onde s € o numero de triangulos no grafo.

Prova. As demonstragoes dos itens 1, 2 e 3 podem ser vistos em [2].

Os expoentes no polindomio caracteristico indicam as poténcias da variavel
A e representa a multiplicidade algébrica daquele autovalor. A multiplicidade
algébrica de um autovalor (A) indica a maior poténcia de (A —I') que divide o polino-
mio caracteristico completamente fatorado. Em outras palavras, representa quantas
vezes (A — I) aparece como um fator na fatoragao do polindmio.

No contexto dos grafos tripartidos completo, os expoentes do polindmio ca-
racteristico fornecem informacoes relevantes sobre as propriedades estruturais e to-

polégicas desses grafos em questao. Observe a Figura 2:

M " 4
-5+ ;/'/13.<\+ 61°
i

m

Figura 2. Caracterizacao estrutural do K ;;, para ¢ = 2, 3, 4.

Tanto para K, quanto para /2, o polinomio caracteristico ¢ composto
dos coeficientes ag, a1 e as. Podemos ver que o expoente do coeficiente agA™ equi-
vale ao nimero de vértices n, o coeficiente a;\* ! equivale ao ntimero de arestas m
e seu expoente respectivo equivale a 7. Note que o valor de 7 equivale também a
quantidade de tridngulos no grafo tripartido completo.

Agora, quando olhamos o polinémio caracteristico do grafo tripartido com-
pleto K9, (Figura 3), temos um cendario um pouco diferente quando se trata da

quantidade de tridngulos existente nesse grafo.
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Figura 3. Caracterizacao estrutural do K 9;, para ¢ = 2, 3, 4.

A quantidade de tridngulos em um K o ; pode ser determinado pelo expoente
do coeficiente a9, onde seja, 2¢. Vemos entao que o polindémio caracteristico de um
orafo tripartido completo determina o nimero de seus vértices, de suas arestas e
de seus triangulos. No entanto, nao é possivel generalizar para todos os tripartidos
completos, ou seja, nem sempre os ciclos de comprimento s (s > 3) sao determinados
em funcao dos expoentes dos polindémios.

Os autovalores de um polinémio caracteristico tém um significado impor-
tante na algebra linear e na teoria de matrizes. Os autovalores A1, Ao, ..., A, de uma
matriz A sdo as raizes do seu polindmio caracteristico p(\), ou seja, sao os valores
que satisfazem det(A — \I) = 0.

Para os tripartidos completos K 1; € K2, temos as seguintes propriedades

relacionadas aos seus autovalores:

Teorema 1 Seja K1, o grafo tripartido completo nao reqular de ordem n e de

tamanho m. O seu autovalor Ay =0 para i > 4 e A\; < n.

Prova. A prova é trivial e pode ser adaptada de [1].

Teorema 2 Seja K2, o grafo tripartido completo nao reqular de ordem n e de

tamanho m. O seu autovalor Ay =0 para 1 > 0.

A Tabela 2 apresenta os autovalores de Kj1; e Ko, (parai=1,2,...,8),

que sao raizes dos polindmios caracteristicos definidos anteriormente:

Kia,i K2,

M =2X=—1A3=—1 AL =0,A2 = —1,\3 = —1.562, \q = 2.562
A =-LAy=—(-1+V17)/2,A3 = (1 +V17)/2,24 =0 | A\ =0, 3 = =2, 3 = —1.2, A4 = 3.2

M =3d=—1A3=—-2X =0, =0 A1 =0, a = —2.484, A3 = —1.283, A\q = 3.7
A1 =0,d2 = —1, A3 = —2.372, \4 = 3.372, AL =0,Aa = —2.919, A3 = —1.3, A4 = 4.218
A1 =0,d2 = —1,\3 = —2.702, A4 = 3.702, AL =0,A2 = —2.919, A3 = —1.3, \s = 4.218
M =0, =—1A3=—3 =41 A1 =0, = —3.3, A3 = —1.308, \s = 4.616
A1 =0,X2 = —1,\3 = —3.275, \g = 4.275 A1 = 0,22 = —3.668, A3 = —1.313, A\q = 4.98
A1 =0,A2 = —1,A3 = —3.531, Ay = 4.531 AL =0,A2 = —4,\3 = —1.317, \q = 5.317
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Tabela 2. Autovalores do Kj1, e K2,

Como trabalhos futuros (em continuidade), deseja-se determinar a formula

geral do polindmio caracteristico e dos autovalores e autovetores dos tripartidos com-
pletos K13 e Kj 923, além dos autovalores minimos e maximos, bem como outras

classes de grafos tripartidos completos.
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