Bienal de
Matematica

2024

Universidade Federal de Sao Carlos - UFSCar

29 de julho a 02 de agosto de 2024

Algebras com divisao sobre os Reais e o Teorema de Frobenius

Bussola, Pedro Augusto #;Gongalves, Dimas José¢ (orientador) [

Resumo:Neste trabalho serd apresentado o Teorema de Frobenius. Mais especificamente, serda mostrado que toda dlgebra com divisao associativa de dimensao finita sobre o corpo dos Reais € isomorfa aos Reais

ou Compleros ou Quatérnions.
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O assunto a ser tratado neste trabalho esta inserido dentro da
area de algebra, ou mais especificamente, dentro da teoria de anéis
associativos. As algebras com divisao de dimensao finita sao objetos
simples e reinem os aspectos e propriedades mais favoraveis dentro da
teoria. Como muitas vezes acontece, os objetos mais simples nao sao
os mais faceis de estudar, e os temas classicos nao sao menos profundos
que os modernos.

Duas algebras com divisao sobre R sao bem conhecidas desde o
ensino basico: R e C. Uma outra algebra nao tao conhecida é a dos
quatérnions, denotada por H. Essa foi descoberta pelo matematico
Hamilton durante a tentativa de extensao de C, e trata-se da primeira
algebra com divisao sobre R nao comutativa.

Podemos nos perguntar: além das 3 algebras citadas, existe ou-
tra algebra com divisao associativa de dimensao finita sobre R 7 A

resposta sera dada neste trabalho.
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Um espago vetorial (A, +, -) sobre um corpo F é uma algebra

sobre [ se existe uma operacao binaria * : A x A — A, chamada

multiplicacao, que satisfaz
(x+y)xz=x*xz4+yxz, z2x(x+y) =zxx+2%xy e

A(zxy)=A-a)xy=x*x(A-y)

para todos x,y,z € Ae A € F. Com a condicao

para todos x,y, z € A, dizemos que A é uma algebra associativa.
Por exemplo, R, C e M, (R) com as operagoes usuais de soma,
produto por escalar e multiplicacao sao algebras associativas sobre R.
Porém R e C tém uma propriedade a mais, que definimos a seguir.
Uma algebra A sobre um corpo F é chamada de algebra com
divisao se:

(a) A tem um elemento, denotado por 1, com a propriedade
lxx=x=xx*1paratodox € A,

(b) todo x € A tem um elemento, denotado por L tal que

Sejam A e A" dlgebras sobre um corpo F. Uma funcao ¢ : A —
A" é chamada homomorfismo de &lgebras se satisfaz as seguintes pro-

priendades:

O +y) = ox) +0y), o(Az)=2Ap(x) e ¢z *+y)=d(x)*d(y)

para todo xr,y € Ae A € F. Um homomorfismo bijetivo é chamado

de isomorfismo.
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Assumimos que D ¢é uma algebra associativa com divisao de di-
mensao finita n sobre R. Encontraremos todos os n possiveis para os
quais tal algebra existe e, além disso, todas as multiplicagoes possiveis
que transformam um espaco vetorial real de dimensao finita em uma

algebra com divisao.

Lema 4.1 Para todo x € D, existe A € R tal que 22 + Mz € R.

A parte imaginaria de C é o subespaco vetorial Rz, pode ser

2 & um numero

descrito como o conjunto de todos os z € C tal que z
real nao positivo. Uma generalizacao para qualquer D consta no lema

abaixo.

Lema 4.2 O conjunto V.= {v € D| v> € R e v? < 0} ¢é um
subespaco vetorial de D. Além disso, D =R & V.

Definimos w o v := uv + vu para u,v € V. Como uowv =
(u+ v)2 —u?— vQ, segue do Lema 4.2 que uowv € R. Se v # 0, entao
vouv = 202 =# (0. A partir dessa nova operacao definimos o seguinte

produto interno ( , ) em V: (u,v) — (u,v) = —% Uow.

Lema 4.3 Se n > 2, entao existem 1,7,k € D tais que

P S

y | (1)

ij=—ji=k, ki=—ik=7j, jk=—kj=i

e 1,1,7,k sao linearmente independentes. As relacoes em PO-

dem ser representadas pelo diagrama

O
(D)

Demonstracao: O Lema 4.2 mostra que V' tem dimensaon —1 > 1.
Portanto, podemos escolher v, w € V' linearmente independentes. De-
fina u = w — > v pelo processo de Gram-Schmidt. Observe que
u#0ewuwov =0. Defina 1 ::\/%—UQ,]' ::\/%—Uzek::ij. E ficil

verificar que as relagoes em (1) sao satisfeitas, das quais obtemos que

(g + i + g + agk) (g — i — agj — ask) = af + of + a5 + a3

¢ um nuamero real positivo para quaisquer oq, a1, @9, &3 € R que nao
sejam todos zero. Isso prova, em particular, que 1,7, j, k sao linear-
mente independentes. L[]

A notacao padrao para esta algebra com divisao real nao co-

mutativa de dimensao 4 é H, em homenagem ao seu descobridor, o

)

matematico irlandés W. R. Hamilton. Os elementos de H sao chama-
dos de quatérnions. Faremos apenas um passo da analise que H é uma
algebra com divisao: Defina o conjugado de h = ag + aji+ a9j + ask
em H por

h =ay — aji — a9j — ask.

Se h # 0, entdo hh(= hh) ¢ um escalar ndo nulo como mostrado an-

h

terjormente. Portanto, h é invertivel com inverso h™1 = hh Assim,

H ¢ uma algebra com divisao.
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Teorema 4.1 Se D ¢é uma dlgebra associativa com divisao de di-

mensao finita sobre R, entao D ¢é isomorfa a R, C ou H.

Demonstracao: Sen =1, entao D = R. Sen = 2, entao V =#£ 0
pelo Lema 4.2, de modo que D contém um elemento 7 tal que i2 = —1;
mas entao D = C. Pelo Lema 4.3 sabemos que n # 3 e que D = H
sen = 4.
Suponha n > 4. Sejam 17, 7, k os elementos do Lema 4.3. Como
a dimensao de V én—1, existe v € V tal que v, 7, 7, k sao linearmente
independentes. Utilizando o processo de Gram—Schmidt,
10V, jou kow

2@+2]+2

k

€=V +

¢ um elemento nao nulo em V' e satisfaz 10e = joe = koe = 0. No en-
tanto, das duas primeiras identidades, concluimos ez = —iej = 1je,
o que contradiz a terceira identidade, pois 17 = k . Assim, n s6 pode
ser 1, 2oud. [

Agora podemos nos perguntar: Quais sao todas as algebras asso-
ciativas com divisao de dimensao finita sobre o corpo dos complexos?
O proximo resultado € a resposta para esta pergunta num contexto

mais geral.

Teorema 4.2 Se D € uma dlgebra associativa com divisao de di-

mensao finita sobre um corpo algebricamente fechado I, entao
D =TF.

Demonstracao: Seja x € D, e dim D = n. Assim, tem-se que
A ={1,z,...2"} é linearmente dependente, visto que A tem n + 1
elementos. Com efeito, existe f(w) € F|w] nao nula, com grau menor
ou igual a n tal que f(x) = 0, assumindo que o coeficiente lider seja

1. Como F ¢é algebricamente fechado, pode-se fatorar f(w) da forma

flw)=w=—a1)...(w—ay)

coma; € F, ¢ € {1,...,r}. Analogamente, f(z)=(x —aq)...(x —
ay). Como f(x) =0e D ¢é uma algebra de divisdo entdo z — a; = 0

para algum ¢ € {1,...,r}. Portanto, x = o; € F. [
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No trabalho apresentado fornecemos uma base tundamental para

o estudo das algebras associativas. Primeiramente, sao abordados os
conceitos preliminares, incluindo defini¢oes e exemplos basicos que ilus-
tram o conceito de algebra. Em seguida, ¢ apresentado o Teorema de
Frobenius, um resultado crucial que classifica as algebras associativas
com divisao reais de dimensao finita. O teorema demonstra que tal
algebra é isomorfa a um dos trés casos: os nimeros reais R, os nume-
ros complexos C, ou os quatérnions H, respondendo assim a pergunta

inicial.
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