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Teorema Espectral para o Operador Laplaciano Grushin em dominios cilindricos

Garcia, Nafsa Camila 1] e Marrocos, Marcus Antonio Mendonca 27,

Resumo:No presente trabalho, abordaremos o problema de autovalores do Laplaciano Grushin com condicoes de fronteira de Dirichlet e Neumann. Nosso objetivo é estudar o Teorema Espectral para o operador

Laplaciano Grushin em dominios cilindricos € = €21 X o, onde 21 e {do sao dominios de RN ¢ N respectivamente.
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O

Seja M uma variedade produto do tipo M = RN x N ,onde (N, gp) € uma variedade Riemanniana

fechada e M ¢é dotada com a métrica Riemanniana produto, por exemplo:

R

O operador Laplaciano Grushin age em u € C°°(M) por:
k
Agu=A% u+|z|E AN u

k
onde s € R, AR ¢ AN denotam respectivamente o Laplaciano Beltrami em R* ¢ em N.
Para um dominio limitado (conjunto aberto e conexo) 2 C M com fronteira C?, consideramos os proble-

mas de autovalores para o operador Laplaciano Grushin com condicoes de fronteira de Neumann ou Dirichlet
agindo em u € C*°(€)):

—Agu =Au em¢)

_ (1)
Bo(u) =0 sobre 0f)

Bo(u) = a(Vau,v) + (1 — a)u, para a € {0,1}, em outras palavras, quando v = 0 estamos con-
siderando a condicao de fronteira de Dirichlet e quando @ = 1 estamos com condicao de fronteira de Neu-
mann, v ¢ o vetor normal unitario exterior a 02 e Vou é chamado gradiente Grushin de u e é dado por:
Vau = (Vau, ||z||prVyu), onde Vy e Vy, denotam os gradientes de R ¢ N respectivamente.

O Laplaciano Grushin nao € uniformemente eliptico, pois degenera para AR em pontos da fibra {0} x N
no entanto, alguns resultados classicos da teoria dos operadores elipticos permanecem validos para o opera-
dor Laplaciano Grushin, tais como a desigualdade de Sobolev, a desigualdade de Poincaré e a existéncia de
solucoes fracas.

Nosso objetivo ¢ estudar o Teorema Espectral para o operador Laplaciano Grushin em dominios cilin-

dricos {2 = {21 X {9, onde {21 e {29 sao dominios de RN ¢ N respectivamente.
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Definicao 3.1 Seja () um dominio de M. Denotamos por Wé’Q(Q) o espaco das funcoes reais em
2 - ou 2 S T s Ou 2 -
L#(Q) tais que 5, € L“(Q)) para todo i =1,--- k e ||| dy; € L#(Q)), munido da norma

7

DN | —

2
Jully a2 = (e + [V uP)
e, denotamos por W(l;”%(Q) o fecho de C2°()) em W(l;’Q(Q).

A partir deste momento, concentraremos nossa atencao exclusivamente na condicao de fronteira de
Dirichlet.

Definicao 3.2 Uma funcao u € Wé’%(Q) é chamada solugdo fraca do problema (1) com condicdo de

fronteira de Dirichlet, quando satisfaz

1,2
hVau-Vage=Aup Ve WdyQ)

__ *O probloma de autowalor em dominios cllindricos |

Para resolver o problema de autovalores com condicao de fronteira de Dirichlet em dominios cilindricos,
empregamos o método de separacao de variaveis. Nesse contexto, as solugoes u do problema (1) podem ser
podem ser expressas como

u(z,y) = f(x)g(y) (z,y) € Q1 x o

e 0 problema (1) torna-se:

flz) emy )

sobre 0€)y

O problema de autovalores é entao dividido em dois problemas de autovalores acoplados, um para o
Laplaciano e outro para o operador Schrodinger com potencial p||z||?*. Conforme amplamente conhecido, o

primeiro problema admite uma sequéncia de autovalores

0 < p1(92) < pa(S22) < pj(S0) < -+ 7 400,

com autofungoes correspondentes { g; } jEeN ortonormais em LQ(QQ).

Isto posto, para cada u fixado, o problema de autovalor do operador de Schrodinger admite uma sequén-

cia de autovalores

0 < Aplp, 1) < Ao, €21) < Aj(p, ) < -+ 7 o0,

com autofungoes { f]“ } jen ortonormais em L2().

Consequentemente, uma familia de autovalores ¢ dada por {A;(ug(€22),€21)}; gen com autofungoes

f%"f(%)} | que formam um sistema completo em LQ(Ql x ()9), e entao

associadas { 9it; .
J;

{An() ben = 1A (1(22), 1)} keN

Para obter estimativas dos autovalores, conforme é comumente praticado, empregamos uma abordagem
baseada na caracterizagao variacional. Nesse contexto, o primeiro autovalor A1(u1,€21) do problema (1), é
eXpresso por:

o [V 2+ o[22 fay
0, f2da

AM(p1,€) = min
FEWg ()

_ CondigiodsfonteiradoNewmann |

Ao consideramos o problema (1) com condicao de fronteira de Neumann, em vez da condigao de Dirichlet,
o desenvolvimento é analogo. Além da diferenca na condicao de fronteira, a distincao entre os dois problemas
reside no fato de que as funcgoes teste agora pertencem ao espaco W(l;’Q(Q) e devem satistazerio o = 0, uma

vez que, no caso Neumann, o primeiro autovalor ¢ igual a zero.
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