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Introducao

O estudo de curvas geodésicas em superficies é uma area
importante na geometria diferencial e na matematica apli-
cada. Intuitivamente, geodésicas sao curvas que mini-

mizam a distancia entre dois pontos em uma superficie.

Nosso objetivo neste trabalho é apresentar uma abor-
dagem computacional para o estudo de curvas geodésicas
em superficies de revolucao utilizando softwares gratuitos

de simulacoes geométricas.

Geodésicas em superficies

DefinicBo. Uma curva regular parametrizada n3o-
constante y:I —> § € chamada geodésica em ty € I se
o seu campo de vetores tangentes @(t) = ¥/(¢) é paralelo
em fo ao longo da curva y(¢). Em outras palavras, temos
a derivada covariante:
Dy
dr

assim, dizemos que 7Y(f) é uma curva geodésica

(l‘()) :07 fo € 1,

parametrizada se € geodésica para todo t € .

Intuitivamente, a curva ¥(r) = X (u(z),v(r)) é dita ser
uma geodésica se sua aceleracdo Y'(t) é normal a S em
(u(1),v(t)) paratodor €1, ie,

(Y'(1), X)) = (¥"(1), Xo(2)) = 0.

Ademais, note que uma geodésica pode ter auto-

interseccoes, mas € sempre uma curva regular.

E.X@[ﬁﬂ][@”@.: Seja S o hiperboloide de uma folha dado pela
harametrizacio X : A C R? — R3 definida por:

X (u,v) = (coshvcosu,coshvsinu,sinhv),

onde u € [0,27] e v € [—m, m|. O equador parametrizado
por ¥(t) = (cost,sint,0) é uma curva geodésica em S.

Geodésica no hiperboloide.

Exemplo. Seja S? a esfera unitaria concedida pela
parametrizacdo regular X : A C R? — R? definida por:

X (u,v) = (sinvcosu,sinvsinu,cosv),

onde u € [0,27] e v € [0,]. Afirmamos que os circulos

maximais sdo curvas geodésicas em S?.

Geodésicas na esfera unitaria.

Lema. Se ¢ : S| — S> é uma isometria e y: 1 — S
é uma geodésica parametrizada de Si, entdo 0 = oy é

uma geodésica parametrizada de 5.

Exxemplo. Seja C o cilindro de raio unitario dado por:
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X : (u()—ﬂ:, uo—I—TL') x R HC—{OC(t)}
(u,v) — X (u,v) = (cosu,sinu,v)

onde a(t) = (cos(up— 7),sin(up — 7),v) é o meridiano
dado por u = uy— w. Todo meridiano a(¢), t € I, é uma
geodésica no cilindro C. Por outro lado, todo paralelo
n(t), t €I, de C é uma geodésica.

Note que a aplicacao X do cilindro C é isométrica ao plano
[T C R? tal que up— 7 < u < uy+ . Portanto, a curva

o(s) C C é uma geodésica <= B(s) = (u(s),v(s)) é
uma geodésica de IT tal que B(so) = (uo,vo);

Geodeésicas no cilindro.

De fato, a hélice a,, : R — C é dada por:

0, (s) = (cos(Ans + ug), sin(A,s + ug), Bys + vo) ,

A — 27Tn + s1a B — bs

\/(271?11 +s1a)? + b3s*

Sejam J C I um intervalo aberto contendo 7y tal que
Y(J) CV, e y(t) =X (u(t),v(t)), t €J, a expressdo de
Y :J —> S na parametrizacdo X. Ent3o, y(¢) é uma

geodésica se, e somente se, o sistema:

(1) + T} (1)) + 2T (1) (1) + Ty (V(1))* =0,

V() + T3, (1)) + 2T (0 (1) + T3, (V1) = 0.

é satisfeito para todo intervalo aberto J C I tal que
y(J)CV.

Superficies de revolucao

Seja a parametrizacio X : [0,27] x (a,b) — S C R’ de

uma superficie de revolucao definida por:

X (u,v) = (f(v)cosu, f(v)sinu, g(v)), f(v)>0.

Isto posto, o sistema de equacoes diferenciais das geodési-

cas de S se reduz a:

7 2fM) S'V) 4
u' (1) + u(t)v(t) =0,
(F()°
" fv) f'(v) 2, SV +& W) e v) 2
V(1) — u'(t)) + Vi) =0
ror+eor T oo

Portanto, os meridianos u = const. e v = v(s) sao cur-
vas geodésicas. Os paralelos u = u(s) e v = const. sio
geodésicas <= f'(v) =0. Para u=u(s) e v=v(s),
podemos reparametrizar por 8(v) = X (u(v),v) onde:

[0 (50
(v) ==+ /f(v)\ (f(v))2—62

EX@[FFD[@H@D Seja S o paraboloide de revolucao dado pela
harametrizacio regular X : A C R? — R? definida por:

dv+K,

X (u,v) = (vcosu,vsinu,v?),

onde v € (0,+00) e u € [0,27x]. Utilizando do resultado

anterior, conseguimos computar geodésicas em §.

\/(Zn'n +s1a)? + bs*

Exemplos de geodésicas no paraboloide.

Softwares de simulacao

Todas as imagens até entao foram simuladas no soft-
ware gratuito de geometria: GeoGebra. Uma linguagem
de programacao gratuita para simulacoes mais complexas
é Julia, uma ferramenta que se inspira no software

matematico Matlab utilizando-se do ambiente Python.
julia

Método do ponto médio: Considere um caminho
dado por um conjunto finito de pontos pq,...,px,
onde p; = (x;,y;). Apds m interacBes, o caminho é

formado por pontos (x;,¥:) onde,

min(m, n—i)
- Zj:() Yi+j (’j};)
Yi = m )

para superficies em R3  calculamos o ponto m’' € S

mais proximo de m e utilizamos ele para a iteracao.

Gradiente descendente: Parecido com o método an-
terior, examinamos o ponto médio de cada sequéncia
consecutiva de trés pontos definidos pelo caminho 7¥.
Neste caso, fixamos p; e p; 1> e escolhemos um ponto

médio u na vizinhanca de p;.

Newton-Raphson: Consiste em resolver o sistema de
geodésicas pelo método das diferencas finitas. Defina
£ = ]l\, N > 0 inteiro, e divida I em N partes iguais.
Seja x = y(pe) e x? a j-ésima coordenada de x?,
1< j<2el<p<2 Finalmente tal método se

propoe a resolver o sistema:
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lteracoes do método gradiente descendente.
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