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Grupo das Classes via Redes Complexas

A férmula de Dirichlet do niimero de classes para corpos quadraticos imaginarios

Ribeiro Bernardo Silvério, Marcus Viniciug'| e Teixeira Godinho, Hemar.

Resumo:Por meio de ideais do anel dos inteiros algébricos de um corpo imagindrio quadrdticos em paralelo com Redes Complexas é possivel construir um grupo abeliano finito Cl(—n) conhecido como Grupo das

Classes. Através de conceitos da Andlise Complexa, defintmos a funcao Zeta Dedekind junto as séries de Dirichlet permaitindo definir e caracterizar a Funcao Zeta de Riemann e as L—Funcoes de Dirichlet

resultando na formula do niumero das classes de ideais a qual representa a ordem do grupo Cl(—n).

Palavras-chave:Anel dos inteiros Algébricos de Q(v/—n); Grupo das classes; Redes Complexas; Formula do niumero das classes.
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Seja n um inteiro positivo livre de quadrados, um corpo qua-
dratico imaginario é um subcorpo do corpo dos ntimeros complexos
do tipo Q(v/—n) = {x +y+/—n; z, y € Q} formando uma extensao
de dimensao 2 vista como um espaco vetorial sobre o corpo dos racio-
nais Q. Note que {1, v/—n} e {1, Hﬁ} formam bases de Q(y/—n)
sobre Q dado n modulo 4. Nesse sentido, através dos dois automorfis-
mos, 01(a) = a e dr(a) = @ com a € Q(v/—n), aplicados as bases,

caracterizamos A_;, como o discriminante de Q(1/—n) por:
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vV—n sen=1,2 (mod 4) 3
1+v/=7 ; obtemos entao que

onde S_p =
fon by sen =3 (mod 4)
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O anel dos inteiros algébricos de Q (\/—n) ¢ descrito por:

T4 —n-7 sen=1,2 (mod 4);
Z—F(HVQ_”“)-Z sen =3 (mod 4).
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Ideais Fracionarios de O_,,

Definicao 1 Para I = (a1, ag) um ideal de O_y,, dizemos que T
¢ um tdeal fracitonadrio se existe um numero algébrico nao-nulo

v e O_y, tal que
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T="1= (1, 2) cO_,.
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Proposicao 1 Todo ideal primo em O_, possui um unico ele-

mento primo p € N. Assim a fatoracao prima de um ideal princi-

pal (p) em O_y, é da forma:

B s ()=
p1-p2 se |) =1
0 se _7”20

onde ©1, P2 e @, tdeais primos de O_y, sao determinados pelo
—-n

» ) denota o simbolo de Legendre modulo p.

elemento primo p e (

Teorema 1 Todo ideal nao-nulo T C O—_,, possui uma fatoracao

unica em tdeais primos @1, ..., o tal que

k .
7= i 0,7, onde e; € N para todo i € [1, k.
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O grupo Cl(—n)
O grupo das classes de ideais de Q (\/ —n) ¢ dado pelo quociente:

[deais fracionarios de O_,,

Cl(—n)

~ Tdeais Principais fraciondrios de O_,,
Redes Complexas

Definicao 2 Um conjunto A C C € dito uma rede complexa se

eristem a, B € A\, elementos nao nulos, tais que:

A= (a, B) ={mia+maof; my, mo € Z} ¢ zm(g) # 0.

Definicao 3 Duas redes complexas A, A sdo ditas equivalentes

se existir & € C nao-nulo tal que N* =6 - A, ou seja
AN={a, B) ~ N <= AN = (0, §03).

Ideais de O _,, sao interpretados como redes complexas possuindo

uma propriedade chamada de multiplicacao complexa, a saber:

Defini¢ao 4 Dado p € C\ Z, € dito que A é uma rede complexa
com multiplicagdo complexa por p (denote MC,) se pA C A.

Nos restringimos a estudar redes com M Cg = para concluir que:

Teorema 2 Toda rede com MCp_ € equivalente a uma unica rede
(1,3) ondej =% \—" tal que:

» Se fn =/—n:
(i) a,b € Z;
(11) 0 < b < 2%
(iii) —b < 2a < b;
(iv)a? +n >0 (e a>0 se a’+n=>%);
(v)b] a® +n.
. Se B, — LHy~m
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(i) a impar e b par;
(ii)0<b§2\/?;
(7i) —b < 2a < b;
(iv)a2+n262 (BCLZO SGCLQ—I—n:bQ);
(v)2b | a* +n.

Através do Teorema 2, em [1], o grupo das classes Cl(—n) é abor-
dado como um subconjunto de C composto por elementos da forma
ﬂﬁ. Como ja fora definido CI(—n), o tamanho desse grupo é re-
lacionado e determinado pela compatibilidade entre ideais de O_,, e

redes equivalentes com MC J/—n ou MC, =, assim:

2

Teorema 3 O grupo das classes Cl(—n) € finito.

Logo, a representacao da quantidade de redes equivalentes com
MCyg_ ¢ dada pela ordem do grupo Cl(—n) intitulada ndmero de

classes (denote por h(—n)).

| Formula para o niimero do classes |

Definicao 5 A Fung¢do Zeta Dedekind de Q(\/—n) € descrita

para s € R como:

Cnls)™ s NOT = 1 1-N(p) )

IcO_y, ©CO_p,

em que N define a funcio norma.

Proposicao 2 Para s > 1, a funcao zeta Dedekind converge e

assume uma forma em produto de Euler dada por:

g\ —2 | 9\ —1
(Gn(s)= I (1—=p°) " I (1=p°) - I (1=p )
(74)=1 (54)=0 (5)="1
com p primo;, mais ainda, possui um polo simples em s = 1
/ h(—n)’ﬂ- .
com residuo Aw. €m que W_p denota a ordem do conjunto

das unidades de O_,, e A a drea do paralelogramo de vértices
0,1, By, 1+ B—, onde:

'Afiliacdo. Este autor foi apoiado pela CAPES e CNPq
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sen 1, vn sen =1, 2 (mod 4)
W_p=14sen=1 eA= i .
Vo- sen =3 (mod 4)

6 sen =3

Proposicao 3 Para s > 1, temos que

G—n(s) = C(s) - L—n(s)

onde ( (s) denota a funcdo Zeta de Riemann e a L—funcdo de

A
Dirichlet dada pela série L_y, (s) difz( n) m~°.

m
Teorema 4 Seja h(—n) o numero das classes de Q(v/—n):

h(—n) -
\/(ﬁnw_: sen=1,2 (mod 4);
L—n(l):
2. h(—n) -
(=n) T sen=3 (mod 4).
\/ﬁ'?ﬂ_n

Por métodos analiticos, maneiras alternativas e interessantes de
se encontrar/associar h(—n) sdo apresentadas por Daniel Marcus em
"Number Fields” provando que:
7T [An|—1

— > M X—n\lm);
|A—n|% 2 Xn()

L_p(1) =

e em [2|, ambos expondo o vinculo explicito com os caracteres quadra-
A_p

m

ticos de Dirichlet dado por x_n(m) = ( ), demonstrando o seguinte

resultado:

Teorema 5 Para um corpo quadrdtico imagindrio com NA_, <

—4, temos que o numero de classes de ideais ¢ dada por:

1
h(—n) = S X—n(m).
2 — X—n(2> 0<m<—2—|A_”|
Assim, por |2, o nimero de classes em O_j quando p = 3

(mod 4), pela equagao acima é:

'R— R se 7 (mod 8);
h(=p)=|R—-R

SE

p
; p=3 (mod 8);

onde R denota o nimero de residuos quadréiticos e R o nimero de
residuos nao-quadraticos sob o intervalo aberto (0, §).

Utilizando sequéncias de Lehmer e métodos de resolucao de
Equagoes Diofantinas néo lineares, em [3], Zhu e Wang demonstram

que:

Teorema 6 Seja Q(vVa? — 0k?) onde a* — ok® < 0 ¢ um inteiro

livre de quadrados. Se a =2"" e 6 =1, entdo

ould|de2’™ —k%=5 (mod 8);
0 (mod %) caso: " |
h(—n) = < 3) oud=3ek="2 +32_1;
0 (mod d) caso contrdrio.
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