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Resumo:

Apresentamos neste trabalho um estudo introdutorio das integrais e derivadas de ordem fraciondria, um conceito introduzido pelo marqués de L’Hospital e seu amigo Leibniz no século XVII e que contou com a

contribuicao de grandes matematicos tais como, Fuler, Lagrange, Laplace, Fourier, Abel, Heaviside, Liouville dentre outros. Deste modo, o cdlculo de ordem nao-inteira, conhecido hoje como Calculo Fraciondrio

tem se mostrado muito adequado para o estudo de fenomenos fisicos. Neste trabalho, daremos as bases do Cdlculo Fraciondrio e algumas de suas propriedades e como aplicacao exibiremos a solucao de Abel para o

problema da Tautdocrona, visto do ponto de vista do Cdlculo Fraciondrio. Este trabalho foi desenvolvido no meu Trabalho de Conclusao de Curso tendo por base as sequintes referéncias, [1] e [2].
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O Calculo Fracionario permite uma descricao matematica mais
precisa de certos fendmenos fisicos. Neste trabalho, daremos a de-
finicao de Integral Fracionaria e Derivada Fracionaria no sentido de
Riemann-Liouville, bem como apresentar algumas de suas proprieda-
des.

Segundo [2] o conceito de Derivada Fracionaria é tao antigo
quanto o surgimento do Calculo Classico. Considera-se que seu nasci-
mento se deu no ano de 1695, numa troca de correspondeéencias entre o
marqués de L’'Hospital e seu amigo Leibniz. Nestas correspondéncias
Leibniz indagou sobre a possibilidade de derivar 1/2 vez uma funcéo.
A resposta de Leibniz permitiu estender a definicao de derivada de or-
dem inteira para uma derivada de ordem arbitraria. Além da resposta
afirmativa de Leibniz ao problema proposto, o desenvolvimento desta
teoria contou com a contribuicao de inimeros matematicos impor-
tantes tais como, Euler, Lagrange, Laplace, Fourier, Abel, Heaviside,
Liouville entre outros, que levaram as primeiras definicoes de deri-
vadas e integrais de ordens nao-inteiras, que no final do século XIX,
devido primordialmente as defini¢coes propostas por Riemann-Liouville
e Grunwald-Letnikov, pareciam estar completas.

Com base nas defini¢oes de Caputo e Grinwald-Letnikov, diver-
sos autores demonstraram nas ultimas décadas que o calculo fracio-
nario oferece uma descricao mais precisa de fendmenos naturais em
comparacao com o calculo tradicional, devido a sua capacidade de

capturar efeitos de memoria e propriedades hereditarias.

2 Conceitos Proliminares |

Definicao 3.1 (Funcao Gamma) Para cada z € C tal que

Re(z) > 0 definimos a funcao gamma através da sequinte inte-
gral impropria
[(z) = [f>®e e Lat. (1)

Definicao 3.2 A transformada de Laplace de f, que denotaremos

por Lf(t) ou por F(s) é definida pela integral

LF(t)=F(s) = [ e f(t)dt (2)
sempre que a integral impropria convergir.

Note que a transformada de Laplace é um operador integral cujo

st Além disso,

nucleo é dado pela fungao integravel K(s,t) = e~
a transtormada de Laplace constitui-se numa importante ferramente

para a resolucao de equacoes diferenciais ordinarias.

Definig¢ao 3.3 (Fungao de Gel’fand-Shilov) Sejam o > 0,

defintimos a funcao de Gel’fand-Shilov como

ta—l

() = Ta) set >0 ]
(b() 0 set<O0. ()

Definicao 3.4 A integral fraciondria de Riemann-Liouville de or-
dem o de uma funcao f(t) seccionalmente continua no intervalo

(0,00) e integrdavel em qualquer subintervalo de |0, 00) é dada por

JOf(t) = Fj&)/&(t — e lp (o) de, (4)

com Re(a) >0,t>0 e JU =1, sendo I o operador identidade.

Observacao 3.1 Note que a integral fraciondria de Riemann-

Liouville pode ser representada pela sequinte convolucao

JUf(E) = (f * ¢a)(t), (5)

sendo ¢q definida em (3).

Definicao 3.5 Sejam a um nimero complezo tal que Re(a) > 0 e
m o menor inteiro maior que Re(a), assim m —1 < Re(a) < m.
A derivada fraciondria seqgundo Riemann-Liouville de uma funcao

¢ dada por

Qo _ d" m—ao _ 1 d™ t f(€>
§
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Como é feito na referéncia [2]. O problema da Tautdcrona con-

siste em determinar uma curva na qual o tempo gasto por um objeto
para deslizar, sem friccao, em gravidade uniforme até seu ponto de
minimo € independente de seu ponto de partida.

A solucao proposta por Abel baseia-se no principio da conserva-
cao de energia, que afirma que a energia total em um sistema isolado
permanece constante. Aplicando este principio, chegamos a seguinte

equacao integral

"= jQ—g Wy — €)1 () de (7)

onde 7 represente o tempo total da queda. No caso em que a curva
é tautocrona temos que 7 é uma constante. Notemos que a equacao
(7) pode ser vista como um produto convolugao. Neste caso, aplicando
transformada de Laplace em ambos os membros obtemos apés algumas

substituicoes a seguinte equacao diferencial

d 1
=20y 8)
dy VY

sendo Cp = ~4/2g e g a aceleracao da gravidade.

A seguir temos a explicacao de como é feito, para determinar
essa curva.

Pelo Principio da Conservacao de Energia temos que a quan-
tidade total de energia em um sistema isolado permanece constante,
além disso, a soma entre energia potencial gravitacional e energia ci-
nética ¢ constante.

E que a energia cinética em um ponto A somado a energia po-
tencial no ponto A ¢ igual a energia cinética em um ponto B somado

a energia potencial no ponto B.
A A B B
EC+EPG:EC’+EPG (9)

Assim, apoés alguns calculos, obtemos

dt 1 _
= ———(y —yo) 1/2(

dt ds
ds /29

dy) dy (10)

Sabemos que se integrarmos a derivada de fungao f(t) com rela-
cao a t obteremos a primitiva I'. Logo integrando ambos os lados da

equagao no intervalo de [y, 0], temos

ds

_ 1 _
T(yo) = =g dt = —— 4= (y — yo) /7 ( d

Y=Yo \/@ Y=Yo

Como queremos que T'(yp) como sendo o tempo total de queda,

)dy (11)

entao sejum 7 tal que

fiopl-dt=f1- dt=r

T(yo) = —= " (y — yo) /2 (

/29

Agora devemos aplicar a transformada de Laplace em ambos os

ds (12)

d
dy) /

lados da equacao ([11)), usando produto convolucao e entao aplicando

a transformada de Laplace inversa obtemos

ds _ T2 1 (13)
dy T Y
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A solucao proposta por Abel se baseia na ideia de que a integral

da equagao (7)) é igual a defini¢do de integragao fracionaria de ordem
1/2, com exce¢ao do fator multiplicativo 1/T°(1/2) = 1/4/m. Assim
aplicando a derivada de Riemann-Liouville de ordem 1/2 em ambos os

lados da equacao

d1/2 1 1 d1/2
ay' 2" m T 2g dyl?

Logo obtemos

1
(1/2)

6 (y = yo) ™'/ (j;) dy] - (14)

e

E entao

ds _ T2 1 (16)
dy T /Y

Isolando o termo ds

Nor
gs— V29 L,
T Y

E portanto integrando os dois lados da equacao, temos

Y (17)

() = TV 18
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