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Teorema Multinomial para Quatérnions
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Resumo: Neste trabalho, enuncia-se o Teorema Multinomzial para Quatérnions em todos os seus casos, e apresentam-se as principais ideias envolvidas na demonstracio do teorema: em esséncia, essa

demonstracao faz uso de conceitos combinatorios proprios de estruturas algébricas que anticomutam. Além disso, mostra-se uma aplicacao do teorema ao cdlculo de potenciais de um espaco de funcoes

quaternionicas
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Seja. A uma algebra comutativa sobre o corpo R. Para a, b, c,d €
A aexpansao (a+b+c+d)"é

n
n ) konky Jeo ik
Z ( Qa b 1C Qd 3 (1)
kot+k1+kotks=n ko, k1, k2, k3

(a+b+c+d)" =

Onde k1 =0, ...,n. O coeficiente multinomial é definido como

n B n 2)
ko, k1, ko, k3 _k()!kl!kgll@!'

A identidade acima pode ser escrita também como

n (n n — ko (3)
ko, k1,ko,ks)  \ko/) \k1, ko, k3)

Através de (3), o teorema multinomial pode ser escrito como
" /n
(a+b+ct+d) =" ( )a’“O(b+c+d)”kO. (4)
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Seja H o espago vetorial dos quatérnions e seja x € H um ele-

mento quaternionico escrito de forma
r = xroeg + x1e1 + xoeo + x3e3, (5)

onde eq, €9, e3 sao os elementos quaternionicos e ey € o elemento real
da base de H. O teorema abaixo foi inicialmente enunciado em [1].

Teorema. A expansao x'' pode ser expressa como

n
n L ki ko k
e kz() (k()) xooc(k()a k1, ko, k3)$11£€22$33,
O:

onde

( L n—ko n—
= 2k 2k [2 ks /2= (n—k0) /2 (%ﬁlil,k%k)s)) (—1)tn—ho)/2

para ki, ko, k3 pares;

= (), para ao menos dois k1, ko, k3 impares;

-

para um tunico k;(¢ = 1,2, 3) impar,

W= (k1 = 1)/2+ko/2+ k3/2=(n—kyg—1)/2

c(ko, k1, ko, k3) <

(observacao: %(kl, ko, k3) = (%, %, %))
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Primeiro Caso

O primeiro caso foi demonstrado em [1]. Os outros dois casos
tiveram uma demonstracao original pelo autor deste trabalho em sua
dissertacao de mestrado. Vamos comecar com o primeiro caso. Para

r = xpeg + xr1e1 + xoey + x3es, entao
(x — wpe)” = (z1e1 + xoe9 + w303)°
(—:13% — x% — x% + x1x9(e1e9) + woxy(eger) + ....)

(—1) (2% + 25 + 23).

Logo.
(x — xoeg)? = (—=1)P(x% + 25 + 23)P, Vp e N

E consequentemente

)
(—l)s/z(x% -+ :c% - a:%)s/z, se s=2p;

(z1e1+xoe9+x3e3)" = < (—1)<3_1)/2(x% + x% + x%)(S_D/Q(Z?:l T;€;),

se s=2p—+1.

\

Logo, tomando 8 =11 +lo+ 13 = (n — kpy)/2

S _ e — ko) /2
O we) R = (—1)nmR)2% T ((” 0)/ ) 22, 2
1=1 3

l1,102,13

)

quando n — kg é um numero par, e quando n — kp for um namero

impar, temos

(w161 + woeg + x3e3)" R0 = o (1) TR0~/ 2(3 01 4 99 + w3e3)

onde

—ka—1)/2
o — Z ((TL 0 )/ )x%llxgl%gl?’.
2

[1,19,1
l1+l2+l3:(n—k0)/ 1, %2: %3

[sso termina o primeiro caso.
Segundo Caso

Sem perda de generalidade, sejam k1, ko nimeros impares e seja
ko = 0 (pois ey comuta com todos os elementos). Um coeficiente

multinomial de 3 elementos pode ser escrito como

n LAY LIRS PAWEL
ki, ko, ks)  \k ko k3)’

Se k1, ko sao numeros impares, entao k1 + ko = 2k é um namero
par estritamente maior que k1 e k9. Logo, (%’;) ¢ um numero par, e
consequentemente ( k., ]?’2 | kg) ¢ um numero par também.

Se ( k. ]?2 | kg) = 2m ¢ um numero par, temos um conjunto de 2m
combinacoes onde x1eq aparece k1 vezes, roeo aparece ko vezes e r3es
aparece k3 vezes.

Seja S uma string de n caracteres de forma
S = 515953...5p,

entao existem 2m formas de escrever esta string, quando xjej aparece
k1 vezes, xoeo aparece ko vezes e x3es aparece ks vezes.

Qualquer possivel combinacao da string S = s1s9s3...5, pode
ser gerada por uma unica permutacao de dois caracteres adjacentes.

Podemos arranjar o conjunto de 2m combinagoes da string S
através de m relacoes de igualdade. Fixamos uma string Si, e por
essa string, geramos todas as outras strings por uma tunica permuta-
cao de dois caracteres adjacentes. Se existe dois caracteres diferentes
entre si nas posicoes ¢, + 1 da string S, entao a string 59 ¢ diferenci-

ada por unica permutacao de dois caracteres nas posicoes 7, ¢+ 1. Isto

/

é, se
Sl — §1892...5;5;+1---Sn;, (6)
entao
SQ = 51892...5;4+154---Sn. (7)
Se s; # Sj11, entao por anti-comutatividade, temos S1 = —S59 (se

s; = Sj11, a string € a mesma e nao geramos nenhuma combinagao
nova do conjunto de 2m elementos).

Temos agora 2m — 2 strings restantes. Repetimos este processo
entre as strings restantes em ordem de obter m relacoes de igualdade

de forma

51 = 515283...5n = =52 = —S,,(1)5,(2)5p,(3) 5 (n)

SQm—l — Spgm_g(l)spgm_Q(Q) Sp2m—2(3) T .S/OQm—Q(n)

— —SQm — _SPQm—l(l)8p2m—1<2>8p2m—1<3)'“S'OQm_1<n>.

denota uma permutacao dos elementos da string S7 onde

Onde 5,,;)
as strings S; e 5541 diferem apenas por dois caracteres. Se somarmos
todas as combinacoes de strings acima, o resultado dara 0. Este re-
sultado pode ser generalizado para quaisquer dois coeficientes impares
k1, ko, ks. Isso finaliza o segundo caso.

Terceiro Caso

Vamos para o terceiro caso. Sem perda de generalidade, seja
kg = 0 e k1 um elemento impar e ko, k3 elementos pares. A regra de

Pascal nos da

n—1 n—1

n n—1
(lﬂ, ko, ks) B (kl — 1, ko, k3)+</€1, ko — 1, k3>+<k1, ko, ks — 1)
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Quando n > 1, k1 ntmero impar e ko, k3 nimeros pares, entao

n—1
— corresponde a um conjunto de permutacoes
k1 — 1, ko, k3

onde todos os coeficiente sao pares.

n—1
— corresponde a um conjunto de permutacoes
k1, ko — 1, k3

onde dois coeficientes sao niimeros impares.

O conjunto de permutacao caracterizado por

n—1
k1 —1, ko, k3

cal no primeiro caso. E os conjuntos de permutacoes caracterizados

n—1 n—1
kka—lakg 7 k17k27’l€3_1

caem no segundo caso. Estamos interessados no conjunto de permuta-

por

coes de strings de comprimento n, e o conjunto que denota o nimero
. ~ n—1 p . ~ .

de combinacoes ( ki—1 ks, kg) ¢ um conjunto de permutacao de compri-

mento n quando um caractere € fixado numa posicao (o caractere em

questao é xieq). Logo,

1

(ko k) = S ( zn =)

_1\(n=1)/2
— %(kl—l,kzk:ﬂ))( ) e

Isto finaliza o terceiro caso.

|

Considere um sistema fisico onde a energia potencial é descrita

como a exponencial de uma fungao ¢'(q), q ¢ o conjunto das coordena-
das generalizadas do sistema. Investigamos sistemas fisicos simétricos
sob uma algebra de Lie Z272 graduada descrita por campo quaterni-

onico Zg X Zo. Se ¢(q) pertence a este espago, entao

¢ = Ppep + p1e1 + poea + @zes.

Podemos usar o Teorema para calcular a Lagrangiana e as equacoes de

Euler Lagrange para este sistema. Por exemplo, considere a Lagrangi-

ana de ¢
L=¢"+¢,- V() (8)

onde gb2+¢% é a parte cinética e V(@) a parte potencial. Se V(¢) = ¢,
entao, aplicando o procedimento descrito no Teorema e extraindo a

parte real, obtemos::
3
00 =) — o) o} (9)
1=1

Se V(¢) = ¢, entdo pelo procedimento descrito no Teorema e ex-

traindo a parte real de ¢*, obtemos

3
O = )+ L+ 03+ 03 — 20103 — 20165 — 20305 — 605 ) _ 67
1=1
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