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Resumo:O objetivo desse trabalho é apresentar um pouco da histéria da Teoria dos Feizes, introduzida por Jean Leray no campo de prisioneiros de guerra Oflag XVII-A, na Austria. Trata-se de uma teoria que

tem um papel central na matemdtica moderna, principalmente na geometria (analitica, complexa, diferencidvel, algébrica, etc.). Apds a formulagdo de uma teoria cohomoldgica com coeficientes em feixes, dada

por Cartan, ficou clara sua importancia e naturalidade para resolver problemas com a passagem de propriedades locais para propriedades globais. Portanto, nesse trabalho pretendemos expor o contexto (tanto

dentro da matemdtica, quanto dentro da historia) em que essa teoria nasceu; além de exibir o bdsico da teoria, para que os leitores também entendam como foi desenvolvida e sua importancia na matemdtica.
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Jean Leray (7/11/1906 - 10/11/1998) foi detido no campo de
prisoneiros para oficiais Oflag XVII-A, na Austria, por toda Segunda
Guerra Mundial. La ajudou a criar uma universidade, na qual se
tornou o diretor. Originalmente, seus interesses matematicos tinham
origem em aplicacoes de problemas de mecanica e dinamica de fluidos,
mesmo sendo trabalhos tedricos. Porém, com medo que seus conheci-
mentos em matematica aplicada pudesse ser usado pelos alemaes nos
esforcos de guerra, optou por focar em Topologia Algébrica, uma area
que até entao tinha usado apenas em aplicacoes na Anélise.

Durante esse periodo, Leray tinha o objetivo de generalizar para
espacos topologicos mais gerais alguns teoremas importante da Topo-
logia Algébrica, em especial da teoria de formas diferencias de Elie
Cartan. Nesses esforcos, foi desenvolvida a ferramenta que mais tarde
chamaria de feixe (faisceau), além do desenvolvimento de sequéncias
espectrais e teoria de cohomologia. Porém, foi apenas por volta de
1950 que essas nocoes comecaram a tomar a forma que conhecemos
hoje. Um pouco depois, apds um desenvolvimento da Teoria de Ca-
tegorias, se viu necessaria uma reformulacao categorial dessas ideias

para uma forma mais simples e elegante.
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Acreditamos que um conhecimento prévio da linguagem das ca-

tegorias € importante, mas nao essencial.

Definicao 3.1 Um pré-feixe em X é um funtor contravariante
P Topgg — R-Mod.

De forma concreta, essa defini¢ao nos diz que para todo aberto U C X,
temos definido um R-moédulo P(U). Se V' C U, temos o morfismo
Puyv : P(U) — P(V), dito morfismo restrigao, de modo que:

(i) Py ¢ a identidade de P(U).

(i) W CV CU,entio Pyw = Pyw o Pyy.

Definicao 3.2 Um pré-feixe F em um espaco topologico X € dito
feixe em X se valem as sequintes condicoes para qualquer con-
junto aberto U de X e qualquer cobertura aberta {U;} de U:
(i) Se existem duas segoes s,5 € F(U) tais que s|y, = 5|y, para
todo U;, entao s = s;
(it) Dadas segoes s; € F(U;), tais que si|ynu, = s;lunu, para todo

i,], existe uma secio s € F(U) tal que s|y. = s; para todo t.

Exemplo 3.1 Para cada aberto U de um espaco topoldgico X de-
finimos R(U) := CO(U, R), que € o grupo abeliano das fungoes con-
tinuas de U a R. Além disso, definimos Ryry @ R(U) — R(V),
@ — |y, sendo ¢ € R(U) e V C U. FEstas associagoes definem
um feize (portanto também um pré-feize), dito feixze de fungoes
reais continuas no espaco X. Utilizamos a notacao G para um
grupo abeliano qualquer (ou R-mddulo em geral) para definir o
feize de funcoes continuas de um espaco X para G definido de

maneira similar.

Definicao 3.3 Sejam P, Q : Tapg? — R-Mod dois pré-feixes. Um
morfismo de pré-feixes de P ao Q é um morfismo de funtores
p:P — Q. Se F,.G: Topgip — R-Mod sao feizes, dizemos que
p: F — G éum morfismo de feixes se é um morfismo de

pré-feixes.

De forma concreta, um morfismo de pré-feixes p : P — Q é definido
da seguinte maneira: para todo U C X aberto, ¢ dado um homomor-
fismo de R-moédulos p(U) : P(U) — Q(U), de modo que, se V- C U

0 seguinte diagrama comuta:

PU) —— QU)
PU,V‘ ‘QU,V :

pv) 2 o)

Exemplo 3.2 Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos.
Com a notacdao ja estabelecida, fica definido o morfismo de pré-

feizes pp - G — H, tal que

(po)u  GIU) — H(U)
fr—(po)ulf) =¢of

Definicao 3.4 E importante notar que dado dois pré-feizes P e

Q e um morfismo p . P — Q, podemos definir:

+ (ker'” p) == ker(pp);
-+ (Im" p) := Tm(py);
Dizemos que p € um morfismo de pré-feizes injetor se ker!’ (p) =

0; dizemos que é sobrejetor se Im!’ p = Q; dizemos que ¢ bijetor

se for injetor e sobrejetor.

Exemplo 3.3 Seja X um espaco localmente contratil. Defina

Exp: R — U(1) (entendendo U(1) como o grupo multiplicativo dos

elementos de C de mddulo 1), tal que Expyr : R(V) — U(1)(V),

0 — expoy, para todo V. C X aberto, onde exp(x) = €™ A
imagem de Expy € formada por funcoes de V' a U(1) que admi-
tem logaritmo em V. QObservamos que, se tomarmos um aberto
V C X nao simplesmente conexo e {V;};c; uma cobertura aberta
de V' formada por abertos contrdteis; se p : 'V — U(l) é uma
Jungao que nao admite um logaritmo em V. Toda restrigio py
admite logaritmo e, portanto, pertence a tmagem de Exp. Todavia,
a unica colagem possivel é ¢ mesma, que nao pertence a tmagem.

Ou seja, a tmagem de Exp nao é um feize.

Tomando cuidado com o fendmeno do exemplo anterior, da

mesma forma que os pré-feixes, podemos definir:

Definicao 3.5 Dados dois feixes F e G e um morfismo p : F — G,
definimos:
o (ker! p) := ker? p;
+ (Im*" p) == (Im¥” p)*;

Onde o superscrito 1 denota a feixificagdo (que pode ser en-
tendida como a maneira “mais efictente” de transformar um pré-
feixe em um feixe). Dizemos que p é um morfismo de feizes in-

jetor se ker”’(p) = 0; dizemos que é sobrejetor se Im' p = Q;

dizemos que ¢ bijetor se for injetor e sobrejetor.

Observamos que, direto das definicoes, a injetividade de feixes e
pré-feixes sao equivalentes, porém apenas a sobrejetiviade de pré-feixes
implica na sobrejetividade de feixes. O fato de um morfismo de fei-
xes sobrejetor nao ser um morfismo de pré-feixes sobrejetor é essencial

para entendermos a cohomologia de feixes; de modo simples, o pro-

blema esta na “colagem” das secoes na imagem (cf. Exemplo [3.3)). O

papel da cohomologia de feixes ¢ “medir” o quao longe um morfismo de
feixes sobrejetor esta de ser sobrejetor no sentido de pré-feixes, isso é,
de toda secao do contradominio ser imagem de uma secao do dominio
pelo morfismo. Esse é um modelo tipico para problemas locais-globais

que aparecem na geometria.
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Vamos, de forma resumida, exibir como a cohomologia de fei-
xes faz esse trabalho descrito no paragrafo anterior. Para isso, vamos

introduzir conceitos basicos da Algebra Homologica.

Definicao 4.1 Uma sequéncia de morfismos de (pré-)feizes da

forma

(7071—2 Az—l sz'—l AZ SOZ AZ—I—l sz#l

(1)

¢ dita exata se ker(p') = Im(o' 1) para todo i. Caso a familia
de indices for Z, uma sequéncia exata € dita também sequéncia
exata longa; caso tenhamos apenas trés (pré-)feizes nao triviais,

a sequéncia exata é dita sequéncia exata curta.

Para definir a cohomologia, olhamos para uma sequéncia exata
curta de feixes 0 - F — G — H — 0, ela, em geral, nao é mais
exata quando a vemos como uma sequéncia de pré-feixes (pois o mor-
fismo que era antes sobrejetor pode nao mais ser). Isso é equivalente a
afirmar que, considerando a sequéncia das se¢oes globais (ou seja, dos
grupos abelianos associados ao espago topoldgico X todo), apenas a

sequéncia

0 — F(X) — G(X) — H(X) (2)

é exata (em outras palavras, o funtor das segoes globais é exato a
esquerda).

Gostariamos entao de “medir” o quao longe essa sequéncia esta
de ser uma sequéncia exata. Para isso, a ideia ¢ completar a sequén-
cia (2) para tornd-la uma sequéncia exata longa; ou seja, obter uma

sequeéncia
0— HY X, F)— H'(X,G) » HYX,H) - H' (X,F) = - - -,

onde os primeiros R-mddulos coincidem com os da sequéncia ({2).
Existe um método para encontrar essa seqéncia exata longa de modo
inico; nao vamos apresenta-lo nesse trabalho, ja que requer um ma-
quinario da Algebra Homolégica (resolucao injetiva) que foge do nosso

objetivo.
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