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A Derivada de Carathéodory
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Resumo: Neste trabalho faremos uma breve revisao da nocao de derivada e posteriormente apresentaremos a definicao de Derivada de Carathéodory. Por fim, veremos alguns exemplos de aplicacoes desta nova

forma de se calcular uma derivada.
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Carathéodory foi um matematico alemao de origem grega que
fez grandes contribuicoes para o calculo, a teoria da medida e o estudo

de funcoes de uma variavel real.

Todos os anos, apresenta-se aos alunos do curso de calculo a de-
finicao usual da derivada. Entretanto, ha uma outra caracterizacao,
menos conhecida, que aparece no livro Theory of Functions of a Com-
plex Variable (vol.1), escrito por Constantin Carathéodory e publicado
em 1954. Esta caracterizacao torna-se elegante e muito util, tanto em
termos tedricos quanto em termos pedagogicos. Muitos teoremas e
aplicacoes tornam-se mais faceis utilizando a formulacao de Carathéo-
dory. Esta caracterizacao deixa bem claro que de fato a continuidade ¢é
essencial para a diferenciabilidade, tao essencial que a propria definicao

contém a continuidade necessaria.
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Suponhamos que queremos calcular a inclinacao da reta tan-

gente ao grafico de uma funcdo f no ponto (a, f(a)), com f definida
no intervalo aberto U,a € U. Para isso, tomemos a funcao ¢ das

inclinagoes das retas secantes a f no ponto (a, f(a)):

o(z) = =) 0 c U — (a)

a’/“_

A inclinacao da reta tangente que queremos encontrar sera o
limite
: /
Jim ®(z) = f(a)
se este existir. Nesse caso, denotamos-o por f’(a).

Isto motivou Carathéodory a pensar na definicao a seguir.

Definicao 3.1 Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto
U, e a um ponto em U. f é diferencidvel em a, no sentido de
Carathéodory, se existe uma fungao Py (r,a), continua em a, que

satisfaz a relacao

f(x) — f(a) :CDf(x,a)(x—a),Va:E U (1)

E facil ver que que esta definicio é equivalente a que usualmente

se dd para a derivada e que ®¢(a,a) = f'(a). A consequéncia imedi-

ata dessa definicao é que se f ¢ diferenciavel em a, entao f também é
continua em a.

Em suma, o nimero @ ¢(a,a) ¢ a derivada de Carathéodory de

f em a.

2.1 Propriedades da Derivada de Carathéo-
dory

Seja Do (U, R) a familia das fungoes definidas do intervalo aberto U

em R que sao diferenciaveis no ponto a € U e Cy(U,R) a familia

das tuncoes definidas de U em R que sao continuas no ponto a € U.
Definimos ® : Dy — Cg por ®(f) = @, onde ® satisfaz (1). Dal,
podemos prosseguir para o seguinte teorema que determina algumas

propriedades de ®.

Teorema 2.1 (A dlgebra de ®(Dy)). Se f,g € Do(U,R) e a, B €
R; entao Oéf +Bg S DCL(U7 R): f/g < DCL<U7 R) (86 9 7& O> €

1. qDozf—Fﬁg = qu)f + ﬂq)g;
2By = 9P+ fla)dy;
3.0, =(9(a)Pf — fla)Pg)/g(a)g .

Demonstracao

1.Seja h = af + Bg, dai temos que:

h(w) = hia) = (f (@) + Bg(a)) - (af(@) + Bgla)) =
= alf(x) = f(a)) + Blox) - gla)) =

= a®(z,)(z - ) + Bz, a)(x — ) =

~ (a®s(z,) + B(z,0)(z — 0

E sabemos que h(x) —h(a) = Pp(x,a)(x—a). Logo Oy (z,a)(r—a) =
(@®¢(z,a) + Pgy(x,a))(x —a) ouseja: Dy rig,=ads+ 5Dy

.Seja h = f.g, dai temos que:

E sabemos que h(z)—h(a) = $p(z, a)(z—a). Logo Op(z,a)(x—a) =
(g(x)q)f(x, a)+ f(x)Py(z,a))(xr—a). Ou seja: Gy = g<I>f+f(a)<I>g.

. A demonstracao do item 3 é similar a anterior.

Corolario 2.1 A partir do teorema |2.1, pode-se concluir que
1.(af +bg)'(a) = af'(a) + bg'(a);

2.(f9)(a) = g(a)f'(a) + f(a)g(a);
3.(f/9)(a) = g(a)f’(a)—f(a)g'(a)) se gla) £ 0.

g(a)f*

Teorema 2.2 Seja f definida no intervalo aberto U, a € U, e g
definida no intervalo aberto V, f(U) C V, com f € Dy(U,R) e
g € Do(V,R). Entao go f € Dg(U,R) e

Byop = (Pgo f)D;.

Corolario 2.2 (Regra da cadeia) Sob as hipéteses do teorema |2.2,

tem-se

Vejamos agora algumas aplicacoes de como podemos calcular a

derivada de Carathéodory:.

1. Seja f : R — R uma funcao constante definida como
f(z) = k e um ponto a € R. Devemos encontrar @ ¢(x,a), conti-

nua, tal que f(z) — f(a) = ®¢(x,a).(x — a). Note que

flz) = fla) =0=0-(z —a).

Entao ® ¢(z,a) = 0 e, consequentemente, f'(a) = ®¢(a,a) = 0.

2. Seja f : R — R definida por f(z) = z" e um ponto
a € R. Queremos encontrar ® ¢(z, a), continua, tal que f(x)— f(a) =

®¢(x,a)- (r —a). Mas observe que
f(x)— fla)=2"—d" = (x —a) Zé; zFa 1k

Portanto,

—1
O p(w,a) = ZZO ghgn 1=k

e, em particular, f/'(a) = d¢(a,a) = na" 1
3. Seja f : R — |—1, 1] definida por f(x) = sen(x). Calculemos

sua derivada no ponto a. Note que f(x) — f(a), para x # a, pode ser

escrito como

sen(x) — sen(a)

f(x) = fla) = sen(z) — senfa) =

P (r—a).

sen(x) — sen(a)

Note que @ ¢(r, a) = tem uma descontinuidade

) _ r—a
removivel em a, pois
r—a
sen(xr) — senla se’n( ) Tr+a\ ra
=) () = cos( ) > cos(a),

Logo, definimos f'(a) = ®¢(a,a) = cos(a), que é fungio continua em
a.

4. A tuncao f : R — R definida por

a:sen(%), se T # ()

flz) =

0, se x =0

é continua, mas nao ¢ diferenciavel em 0. De fato,

f(x) — f(0) = xsen(l) —0= Sen(l) (x — 0)

X X

1

Mas o fator resultante @ f(x) — 867@(5) nao tem uma desconti-

nuidade removivel em 2 = 0.

[ tConsidoracoes finais |

A derivada de Carathéodory oferece uma visao alternativa e enri-

quecedora da diferenciabilidade. Esta caracterizacao nao apenas com-
plementa a definicao classica, mas também simplifica a demonstracao
de diversos teoremas e aplicacoes.

Além disso, a abordagem de Carathéodory ¢ pedagogicamente
valiosa, proporcionando aos estudantes uma compreensao mais robusta
e intuitiva dos conceitos fundamentais do calculo. Ao enfatizar a con-
tinuidade dentro da propria definicao de derivada, essa formulacao

reforca a importancia de um dos pilares do estudo de funcoes.
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