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Analise qualitativa de uma equacao diferencial linear com atraso discreto de primeira
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Resumo:Neste trabalho realizamos uma andlise qualitativa da equagdo linear com atraso discreto dada por U'(s) = —BU(s — 1). Esta equacdo ¢ uma normalizacio da equacio logistica linearizada em torno do seu
ponto de equilibrio estdvel. Utilizamos o Teorema Grande de Picard, a representagdo de solugoes em séries e a andlise das raizes caracteristicas. Encontramos trés pontos de bifurcacdo para 5 em 0,1/e e /2.
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Introducao

o ) . L ~ s . el 1] .
O objetivo é analisar o comportamento das ~ Dado que, A = 0 nao ¢ raiz, podemos substituir z = y e assim

solucoes da equacao diferencial com atraso

u'(t) = —au(t — 1), 7 > 0. Para o estudo, l+ ﬁe_% 0 = e — 1
vamos reescalar convenientemente a equacao 2 B B
para obter uma mais simple. Definamos s :=

t _ ._ :
=, B=areU(s) = u(t) e, assim, obtemos

_1 : : : ~
como g(z) = ze~ = tem uma singularidade essencial em z = 0 e nao se anula em C \ {0},

pelo Teorema Grande de Picard deduz-se que g_l(%) tem infinitos elementos. Podemos
concluir:

U'(s) = —pU(s — 1). (1)

A equagao caracteristica associada a (1) ¢ = Existe {\;}cp, onde |Ag| = 0o, com A raiz de h.
h(A\) = A+ Be =0

= Existem infinitas solucoes de (1) da forma U(s) := e,

1
Funcao g(z) = ze™ =

Muitas conclusoes sobre o comportamento das solucoes de (1) podem ser obtidas a partir de certa informac6es basicas sobre as raizes de h, que sao resumidas nos préximos resultados:

Cumpre-se:
1.5e B < 0, entao h tem uma Unica raiz real A > 0. —
2.5e 0 < B < %, entao h tem exatamente dois rafzes reais \{ < Ao < 0, com \] = —00, X9 — 0~ para 3 — 0. 5 4 3 2 1o ! g : ‘ S A
3.5e B = %, entao A = —1 ¢é a tUnica raiz real de h e tem multiplicidade dois. 11
4.5e B > %, entao h nao tem raizes reais.
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Sao equivalentes:
1. Toda solucao do problema U’(s) = —alU(s — 1) oscila, ou seja, existe s, — 0o tal que U (sy,) = 0 para todo n. _ o
2. A equacao caracteristica \ + ﬁe_)‘ = () nao tem solugoes reais. 1/e i
Cumpre-se: Real(A) > 0 Real(A) < 0 Real() > 0
1.Se 0 < 8 < 5, entao existe u > 0 tal que Re(A) < —p para toda raiz . B : - >
2.5e B = 5, entdo A = 45 sao raizes simples y todas as raizes restantes tém parte real negativa. " i
3.Se B > 5, entdo existe alguma raiz A tal que Re(X) > 0, § < Im(\) < 7.
Inestavel Estavel Inestavel
Cumpre-se: | . . .
1.5Se B < 0ouse 3> 5, entao o equilibrio u = 0 em (2) ¢ instével. 0 /2 B
2.5¢ 0 < B < §, entao o equilibrio v = 0 em (2) ¢ (globalmente) assintoticamente estavel.
Dado 8 € (%, %), existem A = x £ 1y raizes tais que —1 <z < 0,0 <y <5 1/e /2 b
As solugdes da equagao (1) podem ser resumidas no seguinte diagrama:
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