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Superficies imersas no grupo de Heisenberg

Silva, Karolline Vitérial Padilha, Inés”

Resumo:As geometrias nao euclidianas sao pouco estudadas nos cursos de graduacao, mas seu conhecimento é essencial, pois existem atualmente vdrias linhas de pesquisa em Geometria que utilizam

resultados relevantes desta teoria. Neste sentido, buscamos estudar o grupo de Heisenberg, bem como sua geometria e algumas destas propriedades considerando superficies imersas no grupo de Heisenberg

(Hs3). Também analisamos alguns tipos de superficies minimas de translacao considerando inicialmente as curvas em planos ortogonais e posteriormente em planos ndo ortogonais. Tomamos como

referéncia os trabalhos apresentados por Rafael Lopez [1] que tem por titulo "Minimal translation surfaces in the Heisenberg group Nils e o artigo e "The Gauss map of minimal graphs in the Heisenberg

group"[2]. Para o desenvolvimento dos resultados utilizamos técnicas conhecidas da teoria de Geometria Riemanniana e Equacoes Diferenciais.
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O grupo de Heisenberg, denotado por Hs, ¢ um grupo de Lie

nilpotente de step 2, cuja representacao matricial é dada por:
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cuja operacao do grupo de Heisenberg ¢ dada por

)

L1Y2 — 332y1)

(21, Y1, 21) * (T2, Y2, 22) = (3?1+$2,y1+y2,2‘1+22+ ,

Para cada p = (x,y, z) € H3 definimos a translacao a esquerda
Ly H3 — Hs por Ly(q) = p* q para todo ¢ € H3. A matriz da
diferencial de Ly na identidade ¢ dada por

;
(dLp)e = 0l p € Hs.
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Escolhendo uma parametrizacio global X : R? — Hs. uma
base do espaco tangente Te H3 na identidade e = (0,0, 0) do grupo
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E assim construimos o seguinte referencial:

é dada por
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A métrica deste grupo é dada por
ds?® = dz* + dy* + (%dx — gdy +dz)°.

A conexao Riemanniana V é expressa como segue

1
Vg ko= §E3 = —Vpg, ki

1

Vi b3 = —§E2 = Vg, k1
1

Vg, b= §E1 = Vg, Fo.

e Vp Ly =0parat=1,2,3.
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Seja. S uma superficie orientavel em um grupo de Lie G de

dimensao 3, munido com uma métrica invariante a esquerda. A
aplicacao
: 2 :
v:S =57 ={veglv =1},

onde y(p) = dng1 on(p), g ¢ a édlgebra de Lie de G e n o campo

de vetores normal unitario de .S, ¢ chamada aplicacao de Gauss.

| Superfices do franslagio |

Definicido 1 Uma superficie S C R? é chamada superficie

de translagao se pode ser localmente escrita como X(x,y) =
v1(x) + Y2(y) de duas curvas diferencidveis, onde vy1 e 3 sdo

chamadas curvas geradoras de S.

Teorema 4.1 Superficies minimas de translacao do tipo 1 no

grupo de Heisenberg Hs sao parametrizadas por

X(@,y) = (z,0,u(@)) * (0,y,0() = (2,9, ulz) + v(y) +

onde u(x) = ax + ug, a,ug € R e v(y) € dado por

v(y) = c[(a +yll+(a+y)2+Infa+y+ 1+ (a+ y)2] + v,

onde c,vy € R.

Sketch : Sejam as curvas yi(x) = (z, 0, u(z)) contida no plano

rz e v2(y) = (0,y,v(y)) contida no plano yz.

LY
X(w,y) = n(@) # v2ly) = 2,9, ule) + vly) + )
Os coeficientes da 12 F.F. sao

F=<X, X, >=1+ (u’(x) +y)2,

F =< Xy, Xy > = (u(2) + y)v'(y),

G =< Xy, X,>=1+0(y)>
Os coeficientes da 22 F.F. sao

1 u(x)
L=<Vy X, U>=——|(—
X:z; L ﬂ[( v<y)+u/ x>_|_y]7
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Logo.

u"(2) (140" (y)7) = (W (2)+y)0 () +0" () L+ (2)+y)?] = 0. (1)

Caso 1 : u”(z) # 0 em um intervalo aberto. Dividindo a

EDO por u”(z) e depois derivando em relacao vy,

d( v'(y) v"(y) / d( v"(y)
— 2 2 = 0.
dy(l + v’(y)Q) HE + 0 (y)? +2uw(@) + y)dy(l + v’(y)2)
(2)
d /!
Se dy(l j: 5,%;)2) = () chegaremos em uma contradicao.
v (y)
Se = A, A € R. Substituindo A e realizando as

1+ v/ (y)?
derivacoes da equacao 3, obtemos

UTHY:
A1+ 115’(2)2) — 0.
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Logo, A = 0, e portanto v"(y) = 0 e v'(y) = ¢, ¢ € R. Substituindo

em (2), obtemos entao
u(2)(1+ %) = efu/ () +y) = 0.

Desse modo, ¢ = 0 e u”(z) = 0.

u'(x)(1+ c)—c@w®x+y)=0

c=0eu’(x)=0

Caso 2 :Se v'(z) = 0, entdao v/(x) = a,a € R. Desse modo,

u(x) = ax + ug, a, ug € R. Substituindo na equagao 2, obtemos

v"(y) a+y

V(y)  (1+(a+y)?)

Integrando em relacao a y ambos os lados obtemos

V(y) = 31+ (a +y)?

I portanto,

v(y) = c{(a )1+ (a+y)2+In(a+y+ 1+ (a+ y)2)] + v,

onde ¢, vy € R.

Teorema 4.2 Uma superficie de translacao do tipo 1 no espaco
tridimensional de Heisenberg Hs é uma superficie minima nao

trivial se e somente se a superficie pode ser parametrizada por

:Cycose)

X(z,y) = (zv + ysend, ycost, f(x) + gly) + ;

onde f(x) =ax+0b,(a,b € R eg(y) € dada por

g(y) = Csﬁ[(a + ycost)|1 + (a + ycosh)? + In(a + ycost +

1+ (a+ ycos@)Ql +- sené’(ay + %COS@Q + 02).
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