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Resumo: Sistemas de equacoes diferenciais ordindrias lineares homogéneas de primeira ordem com coeficientes constantes podem ser estudados a partir dos autovalores da matriz associada ao problema. Além

disso, € sempre possivel encontrar uma matriz conjugada a essa que esteja na forma canonica de Jordan. Assim, este trabalho objetivou classificar as solucoes de sistemas bidimensionais desse tipo, a depender do

tipo dos autovalores (reais ou complexos), da sua positividade, e da sua multiplicidade geométrica.
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Um sistema de equacoes diferenciais ordinarias lineares homogé-

neas de primeira ordem com coeficientes constantes é do tipo

1) = anzi(t) + appro(t) +  + appen(t)
15(t) = aox1(t) + axxa(t) + ~ + aopan(t)

an1x1(t) + anoxa(t) + = + apnap(t)
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para cada t € R, e pode ser traduzido para a equacao diferencial
autonoma x'(t) = Az(t), em que A € Mp(R) e x € My, »1(R).

Teorema (Forma candnica de Jordan): Se A € M, (R),
entao A é linearmente conjugada a uma matriz real J diagonal em
blocos de Jordan reais ou complexos, que é tnica a menos de ordem
dos blocos na diagonal [1].

Proposicao (Conjugacao): Se Q € My, (R) conjuga as ma-
trizes reais A e J, ie, AQ) = (B, entao () transforma as solucoes de
y' = Jy nas solucoes de 2’ = Az [1].

Assim, para obtermos as solucoes de z’ = Ax, basta que encon-
tremos as solucoes de y' = Jy, tarefa potencialmente mais simples,
haja vista a estrutura da matriz J.

Dessa forma, partindo das EDOs cuja matriz associada esta na
forma de Jordan, foram classificados os sistemas lineares autonomos
bidimensionais de acordo com seu comportamento, apresentando-se
também os respectivos retratos de fase.

Este trabalho foi desenvolvido em uma iniciacao cientifica super-
visionada pelo Professor Dr. Alexandre do Nascimento Oliveira Sousa
como parte de uma das atividades desenvolvidas pelo PET Matema-
tica da UFSC, sob tutoria da Professora Dr.® Alda Dayana Mattos

Mortari.
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Foi estudado o comportamento das solucoes da EDO 2z’ = Ax no

caso em que A € M3(R). Por ser linear, o inico ponto de equilibrio da
EDO é o vetor nulo. Assim, estudaremos o comportamento assintotico
de todas as solucoes com dado inicial nao nulo. Para isso utilizamos
a forma de Jordan e os autovalores. Sendo A1 e A9 os autovalores nao
nulos da matriz A € M>(R), as classificagdes das solugoes do sistema

associado a matriz conjugada J € Ms(RR) na forma de Jordan sdo:

A1 € Ao reais distintos

A1 0

A2
tem solucao geral da forma y(t) = (c1eMt, coe?t), com ¢q, ¢p € R.

A matriz A sera conjugada a J = . O sistema v/ = Jy

Quando Ao < A1 < 0, ocorre o caso em que a origem sera cha-

mada de né estavel. Se c; # 0,

(1) B McreMler + hocoe™ley Ml 00, AICIE]
y'(t) e! y'(t)
logo as drbitas tendem a zero seguindo a diregdo de e; [2]. Temos
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também que

y'(t)  McreMler + MocoeMley el t——0o, A202€2
y'(t) et y'(t)
logo as orbitas tendem ao infinito na direcao de es.
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Quando 0 < A1 < A9, ocorre o caso de um né instavel, cuja
analise é similar a do no estavel, apenas com a inversao do sentido das

solucoes.
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Fig. 1: N6 estavel (esquerda) e no instavel (direita).

Quando Ao < 0 < Ay, ocorre o caso de um ponto de sela.
Com c1 # 0 e ¢y # 0, as solugoes se aproximam assintoticamente do

eixo de e1 quando t — o0, e do eixo de ey quando t — —o0.
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Fig. 2: Sela.

Ressalta-se que em todos estes casos, quando ¢ = 0, a drbita
das solugoes tende a zero seguindo a direcao do eixo de es. Quando
co = 0, a orbita das solucoes tende a zero seguindo a direcao do eixo

de eq

A1 € Ao reais iguais

Seja Ag = A1 = Ao. Se a multiplicidade geométrica de A\ for 2,

Ag O
entao a matriz A sera conjugada a J = ! . A solucao geral de
0
y' = Jy é da forma y(t) = (c1e™t, coe™t), com ¢q, ¢p € R.

Caso \g < 0, a origem sera um foco estavel: e caso \g > 0, a

origem sera um foco instavel.
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Fig.3: Foco estavel (esquerda) e foco instavel (direita).

Agora, se a multiplicidade geométrica de A\g for 1, a matriz A

Ag 0O

Ao
forma y(t) = (ae?, (at + b)eM?), com a,b € R.

Caso Ag < 0, ocorre o caso em que a origem ¢ um né impro-

sera conjugada a J = A solucao geral de ¢/ = Jy é da

prio estavel. Para a # 0 temos que

y'(t) () e
y'(]  teM [y'(1)]
ape ey + bhpeMles + aetley + algteley tet

- teMo! y'(0)]
| bApe N a(Ape1 + e + Agtes teot o0, AAOE2
t t [y (0)] " Jadoeal

Neste caso, as orbitas tendem a zero na dire¢ao do eixo de e [2].
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Caso Ag > 0, a origem ¢ um né improprio instavel, e tem
comportamento similar ao né improprio estavel com a inversao da di-

recao das solucoes.
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Fig. 4: N6 impréprio estavel (esquerda) e nd impréprio instavel (direita).

A1 € Ao complexos conjugados

Sejam A\] = a+bie Ay = a— b, com b # 0. Neste caso, a
a b
—b a
da forma y(t) = re™(cos(bt + 0), —sen(bt + 6)), com 7,60 € R.

Se a = 0, a origem sera um centro.

matriz A serd conjugada a J = . A solucdo geral de ¢/ = Jy é

€2

dh s
N

Fig. 5: Centro.

Se a < 0, o caso é de uma espiral estavel: e se a > 0, o caso

¢ de uma espiral instavel.
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Fig. 6: Espiral estavel (esquerda) e espiral instavel (direita).
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Neste trabalho foi descrito o comportamento assintotico das so-

lucoes de um sistema de equacgoes diferenciais lineares auténomo bidi-
mensional a partir da analise dos autovalores da matriz associada, e
também foram apresentados todos os retratos de fase, a menos de uma
conjugacao topologica. Este ¢ um primeiro passo no estudo do com-
portamento assintotico de EDOs. Os proximos passos desta iniciacao
cientifica serao estudar o comportamento assintotico de processos de
evolucao lineares com dicotomia exponencial, e também a propriedade

do ponto de sela.
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