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Resumo: O intuito deste trabalho é uma iniciagdo a teoria dos matroides, estruturas matemdticas que abstraem a nogio de independéncia, abordando os principais criptomorfismos, que é como chamamos 0s diversos modos de

definir essas estruturas, e também algumas classes fundamentais de matroides, explorando, principalmente, a sua relagido com a dlgebra linear e teoria dos grafos. Além disso, mostramos como representar geometricamente

alguns matroides.
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| 1. O que é um matroide? I

Matroides sdo estruturas que abstraem a nogdo de inde-
pendéncia linear. O desenvolvimento da teoria dos matroides
foi estimulado, durante o século passado, pela algebra linear
e teoria dos grafos. Alguns matroides surgem diretamente do
estudo de espacos vetoriais e sdo, naturalmente, ditos vetoriais,
enquanto que outros sdo obtidos de grafos e sao ditos ciclicos.
Existe, porém, uma miriade de outros tipos de matroides. Além
disso, existem conexdes da teoria com diversas areas da mate-
matica, da otimizacdo combinatéria a geometria algébrica.

Matroides podem ser abordados por variados métodos
axiomaticos, que sdo equivalentes, ainda que nem sempre a
equivaléncia seja Obvia ou intuitiva, os chamamos de cripto-
morfismos. Apresentamos, neste pOster, teoremas que garan-
tem a equivaléncia de diferentes meios de definir os matroi-
des. Também mostramos alguns exemplos de matroides e como
representa-los geometricamente.

| 2. Criptomorfismos I

Axiomas de Independéncia

Defini¢do. Um matroide M é um par ordenado (E, J) , em que E é
um conjunto e & uma colegio de subconjuntos de E, que satisfaz as
sequintes propriedades:

(L1) 0 e J. (Nao-Trivialidade)

(12)Sel, € Jel, C Iy entio I, € J. (Hereditariedade)

(L3) Se I e I, pertencem a J e |I{| < |I5|, entdo existe um elemento x

pertencente a I, — I, tal que I, U x € J. (Aglutinacdo)

Os elementos de J sdo chamados de conjuntos independentes de
M. Um subconjunto de E, que ndo pertence a J, é dito depen-
dente.

Colecao de Circuitos

Definicao. Um conjunto dependente minimal em um matroide M é
chamado de circuito de M. Denotamos por C a colecdo de circuitos de

M.
As seguintes propriedades caracterizam os elementos de C:
(c1) @ & C.

(C.Z) Se Cl e C2 - Ce Cl C Cz, entao Cl = C2.

(Nao-Trivialidade)
(Empilhamento)

(C.3) Se Cq e C, sio elementos distintos de C e x € Cq N C,, entio
existe um elemento C3 € C tal que C53 C (C; U Cy) — x.

(Eliminacdo)

Teorema. Seja E um conjunto e C uma colegio de subconjuntos de E
que satisfaz as propriedades (C.1), (C.2) e (C.3). Seja J a colecio de
subconjuntos de E que nio contém elementos de C. Entdo, temos que
(E, J) é um matroide tal que C é a sua colegio de circuitos.

Colecao de Bases

Definicao. Uma base de um matroide M é um conjunto independente
maximal de M.

A colegdo B3 de bases de um matroide satisfaz as seguintes pro-
priedades:

(B.1) B ndo é vazia. (Nao-Trivialidade)

(B2)Se By e B, € B ex € By — B,, entdo existe um elemento

Yy € B, — By tal que (B —x) Uy € B. (Substituicao)

Teorema. Seja E um conjunto e 33 uma colecdo de subconjuntos de E
que satisfaz (B.1) e (B.2). Seja J a colecdo de subconjuntos de E que
estdo contidos em algum elemento de B3. Entdo, (E, ) é um matroide
e B3 sua colegio de bases.

Proposicao. Todos elementos de 33 possuem mesma cardinalidade.

Funcao Posto

Defini¢ido. (Restri¢do de Matroides) Sejam M o matroide (E, 1) e
X C E. Seja JI1X o conjunto {I C X tal que I € J}. O par (X, J|X)
é um matroide. Chamamos esse matroide de restricido de M a X. De-
notamos M|X.

Utilizando o fato da cardinalidade das bases de um matroide ser
a mesma, generalizamos, com o posto, a ideia de dimensdo da
algebra linear.

Definicao. O posto de X, p(X), € a cardinalidade de uma base B do
matroide M|X. Seja o : 28 — Z% uma funcio tal que o(X) = p(X).
Tal funcdo é chamada fungdo posto de M.

A funcdo posto satisfaz as seguintes propriedades:

(P1) Se X C E, entdo 0 < p(X) < [X].
(P2) Se X C Y C E, entdo p(X) < p(Y).

(Normalizacgdo)
(Incrementacado)

(P.3) Se X e Y sdo subconjuntos de E, entio:
o(XUY)+poXNY) < p(X)+p(Y)

(Semi-Modularidade)

Teorema. Seja E um conjunto e p : 28 — Z7%, satisfazendo as pro-
priedades (P.1), (P.2) e (P.3). Seja J a colecio de subconjuntos de E
tais que p(X) = |X|. Entdo, temos que (E, L) é um matroide e o sua
funcdo posto.

Fecho

Definicdo. Seja M um matroide sob um conjunto E e p sua fungio
posto. Seja ¢ : 2F — 2F tal que, para todo X C E,

$(X) ={x e Etal que p(X Ux) = p(X)}

A fungdo ¢ é chamada de operador de fecho de M e dizemos que ¢(X)
é o fecho de X em M ou que ¢(X) é gerado por X em M.
O operador de fecho de um matroide M sob E satisfaz as pro-

priedades:

(F1) Se X C E, entdao X C ¢(X). (Incrementacao)
(F2)Se X C Y C E, entdo ¢(X) C ¢(Y). (Monotonia)
(F.3) Se X C E, entdo ¢p(¢p(X)) = ¢p(X). (Idempoténcia)

(F4)Se X CE,xe€Eey € ¢(XUx)—¢(X), entaox € ¢p(XUY).
(Substituicdo de Mac Lane—Steinitz)

Teorema. Seja E um conjunto e ¢ : 2 — 2F tal que ¢ satis-

faz (F.1), (F2), (F3) e (F4). Seja J = {X C E, talquex &
$(X — x), para todo x € X}. Entdo, temos que(E, J) é um matroide
com operador de fecho ¢.

Hiperplanos

Definicao. Em um matroide M um subconjunto de E(M) tal que
$(X) = X é chamado de plano ou conjunto fechado de M. Um hiper-
plano de M é um plano de posto iqual a p(M) — 1.

Teorema. Seja # uma colecio de subconjuntos de E. O conjunto H
é a colecdo de hiperplanos de um matroide sob E se, e somente se, H
satisfaz as seguintes propriedades:

(H.1) E & M.
(H.Z) Se Hl/ H2 - M e Hl C Hz, entao Hl = Hz.

(H.3) Se H, H, € H, com Hy + H,, e x € E — (H{ U Hy), entio
existe um elemento Hy € M tal gue (H; N Hy) U x C Hj.

(Nao-Trivialidade)

(Empilhamento)
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| 3. Exemplos |

Matroides Vetoriais

Proposicao. Seja E o conjunto dos rotulos das colunas de uma matriz
A, , sob um corpo F e seja J a colegio de subconjuntos X de E tais
que o multiconjunto de colunas rotuladas por X é um conjunto line-
armente independente no espaco vetorial V (m,F). Entdo, temos que
(E, J) é um matroide.

Exemplo. Considere a matriz A abaixo.

a b ¢ d e f g
(1 0 1-1 0 2 0)
1-1 0 0 1 0 O
L0 1 1 2 2-4 0

Matroides Graficos

Teorema. Seja E o conjunto de arestas de um grafo G e C a colegio de
conjuntos de arestas dos ciclos de G. Entdo, C é a colecdo de circuitos
de um matroide sob E.

Exemplo. Considere o grafo G abaixo.

O matroide obtido da matriz A é isomorfo ao matroide obtido do
grafo G. Podemos representar geometricamente esse matroide
pelo seguinte diagrama, em que cada conjunto independente
unitario é um ponto distinto, os pontos correspondentes a classe
paralela df sdo agrupados, os pontos correspondentes aos ele-
mentos dos circuitos de trés elementos sao colineares e 0s con-
juntos dependentes unitérios (lacos) sdo encapsulados.
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Matroides Uniformes

Sejam m e n inteiros ndo-negativos, com m < n. Seja E um con-
junto com n elementos e B3 a colecdo de subconjuntos com m
elementos de E. Entdo, B3 é a colecao de bases de um matroide
sob E. Denotamos esse matroide por U, ,, e dizemos que ¢ o
matroide uniforme de posto m em um conjunto de n elementos.
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