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Resumo:No presente trabalho serao apresentados o Teorema de Pappus e o Teorema de Desargques, sendo estes teoremas da Geometria Fuclidiana, que sob as hipoteses garantem a colinearidade de trés pontos.

O objetivo serd realizar a demonstracao destes teoremas utilizando a Geometria Projetiva, e citar aplicacoes de ambos.
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Os Teoremas de Pappus e Desargues, tratam da colinearidade de
pontos na Geometria Euclidiana e sao resultados que podem ser de-
monstrados apenas com resultados da Geometria Euclidiana, porém
pode-se realizar as demonstragoes de uma forma elegante utilizando a
Geometria Projetiva, sendo este o objetivo do trabalho, serao aborda-
dos os conceitos basicos e alguns resultados desta geometria, com ideia
de projetivizar os Teoremas para realizar a demonstracao de um deles
e ao chegar na tese, voltar para a sua forma euclidiana, concluindo a
demonstracao. Além disso, serao citadas alguma diferencas entre as ge-
oemtrias, visto que estaremos utilizando de técnicas de uma geometria
nao Euclidiana. Por fim temos aplicacoes dos teoremas mencionados

anteriormente.

> Teoromas de Pappus ¢ Desargues |

Tanto o Teorema de Pappus quanto o de Desargues tem a versao

projetiva analoga a versao euclidiana, trocando assim pontos e retas
por pontos projetivos e retas projetivas. Nesse contexto, ilustraremos
os dois teoremas em sua versao euclidiana para a visualizacao destes.
E a seguir enunciaremos o Teorema de Pappus em sua versao euclidi-

ana, para assim motivarmos a demonstracao que sera feita no decorrer
do trabalho.

Teorema 3.1 (Teorema de Pappus) Sejam quaisquer duas re-
tas distintas | e s no Plano FEuclidiano, tomando o0s pon-
tos U, V e W pertencentes a [ e U’, V' e W’ pertencen-
tes a s, com todos os pontos distintos, tracemos os segmentos:
UV .UW' VU VW' WU e WV'. Considere os pontos A = VW’
NVW B=UWnNUWeC=UV"NUV.O Teorema de

Papus afirma que assim os ditos pontos A, B e C sao colineares.

Abaixo, segue uma ilustracao para compreendermos o enunciado.
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Figura 1

Como comentado previamente, faremos agora uma breve intro-
ducao a alguns conceitos e resultados da Geometria Projetiva, que

serao utilizados para a demonstracao dos teoremas.

Definicao 3.1 O Plano Projetivo RP?, serd o conjunto quociente
obtido de R3- {0}, com a relagdo de equivaléncia v ~ w < I\ €
R:v = \w. Iremos chamar entio RP? de Plano Projetivo ¢
seus elementos de pontos projetivos.

Notacao: Denotamos um ponto projetivo (a classe de equivalén-
cia) por v onde v = { ;A € R, A # 0}.

Definicdo 3.2 Um subconjunto r C RP? é uma reta projetiva
se r for a imagem de um plano I' pela projecao V RS\{O} — RP?,
em outras palavras, quando for um plano perfurado.

Notagao: Denotamos uma reta projetiva por ry onde 1 € um ve-
tor normal ao plano I'. Além disso, diremos que trés pontos proje-

tivos sao colineares se existe uma reta projetiva que os contém.

Visto que agora estamos trabalhando com uma (Geometria nao
Euclidiana, temos algumas diferencas do que estamos habituados, um
dos principais resultados que chamam atencao €, que nesta, quaisquer
retas projetivas tem intersecao, isto é, nao existem retas paralelas, e
ainda, dadas duas retas projetivas, conseguimos descobrir qual ¢ a

intersecao, segue abaixo tal resultado.

Proposicao 3.1 Duas retas projetivas distintas, ry e ry concor-

rem em um unico ponto v, tal que v =1 X vV € RPZ.

Proposicao 3.2 Trés pontos u, v e w sao colineares se, e somente

se, det [u,v,w| = 0.

Proposicao 3.3 Por dois pontos projetivos v e u incide uma reta

projetiva ry, onde 7 =vxu € RP?

Agora que conhecemos alguns entes desta Geometria, principalmente
se tratando de colinearidade, sera introduzida a nocao de colineacao

em RP?2. e alguns outros resultados relacionados a tal.

Definicao 3.3 Uma colineacao é uma aplicacao biunivoca 1

RP? — RIP? que preserva a colinearidade, isto €, se u,v € W $Go

) e Y(w)

<

e
pontos projetivos colineares, entdo as imagens (w), ¥(

sao pontos projetivos colineares.

Proposicao 3.4 Se w, v, w e t sao pontos de RP? ndo colinea-
res trés a trés, entao existe uma colineacao A: RP? — RP? in-
duzida por um operador linear invertivel A: R3S — R3, tal que:
Aley) =u,(er) =v,Ales) =w e A(1:1:1)=1¢.

Todas as demonstracoes dos resultados mencionados estao disponiveis
em [1]. Agora, temos os pré-requisitos necessarios para fazer a de-
monstracao do teorema utilizando a Geometria Projetiva, a seguir o

Teorema de Pappus, em sua versao projetiva.

Teorema 3.2 (Teorema de Pappus - Versao Projetiva) Se

w,v,w,u, v, w, sdo seis pontos projetivos distintos, dos quais os
trés primeiros estao sobre uma reta i € os trés dltimos fora desta
reta e sobre uma outra reta ry, entado os pontos de intersecao
a4 = Tﬁuv’ M Tﬁu’v’

b=rn,, Ny, € C=ry,, 01y, s00

colineares.
Dem: Considere u, v/ e w e b.

Note que, por hipotese, tais pontos sao nao colineares trés a trés,

logo, pela Proposicao 3.4, podemos supor que: @ = (1 : 0 : 0), v/ =
0:1:0),w=(0:0:1)e, b=(1:1:1).

(1) Como por hipdtese w, v e w sdo colineares, tomando um

representante de cada classe respectivamente, v = (1,0,0),v =

(v1,v9,v3) e w = (0,0, 1), pela Proposicao 3.2, det|u, v, w| = 0, calcu-

lando, temos que det [u, v, w| = v9, concluimos que vy = 0, e portanto,
v = (v1,0,v3) e, temos que v = (v1 : 0: v3), além disso, como por hi-
potese todos os pontos sao distintos, em particular v # w = vy #£ 0 e
U # u = vy # 0, e portanto, temos que v = vg(g—; 0:1)=(6:0:1),
com 3 = g—; £ 0.
(2) Como w, v e w sao colineares, com raciocinio analogo ao ante-
rior verificando quando det|u, v, w| = 0, concluimos que v = (8 : 0 : 1)
e, do mesmo jeito v/ = (1:1:a')ew = (7 :1:1).
OBS: Até agora, temos: w=(1:0:0),v=(8:0:1),w=(0:0:
D, =01:1:a),v=0:1:0), w =0 :1:1)eb=(1:1:1).
Vejamos, que falta sabermos @ e ¢. Faremos entao para tais

pontos.

(3) Para a, temos que a = g, (1Tn, 5 180 e, T = Nyy! X Nyl
vejamos entao quem sao estas normais.

Para n,,,7, que € o vetor normal da reta que passa pelos pontos
projetivos @ e ¥, este é, tal que 1,y = u x v, calculando o determi-
nante, concluimos que 7, = (0,0,1).

Para 1, fazemos 1, = v’ x v = (1)i + (¢/B — 1)j + (=B)k,
portanto 7, = (1,a’8 — 1, —f).

Como @ é tal que as duas retas acima incidam em a, temos que

a = (0,0,1) x (1,a/6 — 1,—0), realizando a operagdo com um re-
presentante de cada classe, temos um representante para a classe @ ¢é
(—a/8+1,1,0),eentdaoa = (—a’/B+1:1:0).

Fazendo (0,0,1) x (1,a’3—1.— 3) concluimos que @ = (—a’3+
1 : 1 :0); Com esse mesmo processo, para Ny, € My, obtemos

c=(0:8:8-79.
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(4) Sabemos que u/,v", w' € ry, logo, estes sdo colineares, to-
mando os representantes de cada um desses pontos, teremos que det
W w'] =19 =0, %

(5) Por outro lado, analisando os pontos que queremos mostrar
ser colineares, @, b e ¢. Temos que detla,b,c] = B — /By = B(1 —
o'+, onde pela equacio (x) temos que detla, b, c] = (1 —a’+') = 0.
Assim, os pontos sao colineares, finalizando a demonstracao.

A seguir, temos uma ilustracao do Teorema de Desargues, que

sera enunciado na sua versao projetiva logo em seguida.

Figura 2

Teorema 3.3 (Teorema de Desargues Versao Projetiva)

Se A = {u,v,w} € um conjunto de trés pontos projetivos dis-

tintos e ndo colineares, N' = {u/,v/,w'} outro conjunto de trés
pontos projetivos distintos e nao colineares tais que a inter-
~ /I , . o L u B u
secio AN A = 0 e além disso, {p} = ry , Nry , Ny
Entao, os pontos projetivos a,b e ¢ sao colineares, em que:

a = Tﬁvw A Tﬁv’w” b — 7qﬁuw A Tﬁu’w” €= Tﬁuv A Tﬁuv"

A demonstracao desse teorema sera omitida, visto que é feita
com os mesmos argumentos da anterior. Partiremos entao para algu-
mas aplicacoes dos teoremas, que sao os problemas das arvores.
Pergunta 1: Como plantar dez arvores em dez filas de trés arvores?
Para esta pergunta, podemos notar que sob as condicoes do Teorema
de desargues podemos obter tais pontos desta forma. Porém, tam-
bém ¢ possivel soluciona-lo de outra maneira, como na figura abaixo.
Porém, se acrescentarmos mais uma condicao ao problema, consegui-
mos fazer com que a solucao necessariamente esteja nas hipéteses do

teorema, e essa ¢ a motivagao para a proxima pergunta.

Figura 3

Pergunta 2: Como plantar dez arvores em dez filas de trés arvores
cada uma de modo que cada arvore estd em exatamente trés filas?
Como comentado anteriormente, dada essa condicao adicional, temos
que qualquer disposicao das arvores que resolvem o problema, é possi-
vel encontrar 7 pontos nas condigoes para utilizar o Teorema.

Pergunta 3: Como plantar 9 arvores em dez filas de trés arvores?
A solucao é construida pelo Teorema de Pappus, e qualquer outra

solucao possivel, tera 6 pontos sob as hipoteses dele.

| sConcsio |

Em virtude do que foi mencionado, podemos observar que apesar

de os teoremas focados no trabalho serem da Geometria Euclidiana,
podemos demonstra-los de uma forma mais simples, utilizando a Geo-
metria Projetiva, assim, fazendo com que a prova se resuma a calcular
determinantes de matrizes 3 X 3, que por sua ver pode ser mais van-
tajoso do que a utilizacao de alguns resultados da GE, para efetuar
a demonstracao. Ademais, nota-se que além da beleza dos teoremas,
estes tem aplicacao nos problemas das arvores, que consiste em plantar

arvores enfileiradas sob certas condigoes.
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