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O Pacote Quadrático

O Invariante Nível (Level)
▶ Um corpo K é dito (formalmente) real se

−1 /∈
∑

K 2. Caso contrário, K será dito
não-real.

▶ Para um anel comutativo com unidade R, o
número

s(R) = min{n : −1 = e2
1 + ... + e2

n, ei ∈ R}

é chamado de nível de R. Se −1 não é uma
soma de quadrados em R, definimos s(R) =
∞.

▶ Para um espaço topológico com involução
(X , i), o número

s(X , i) = min{n ∈ N|∃ f : (X , i) → (Sn−1,−1)}

é chamado de nível de (X , i). Se não existir
n com essa propriedade, definimos s(X , i) =
∞.

Exemplos Variados
▶ Todo subcorpo de R é formalmente real.
▶ s(C) = 1 (pois −1 = i2 em C).
▶ char K = 2 ⇒ −1 = 1 ∈ K ⇒ s(K ) = 1.
▶ O anel R/4Z tem nível s(R) = 3.
▶ O anel Z(p) dos inteiros p-ádicos tem nível

s(Z(p)) = 1, 2 ou 4.
▶ X = Rn ou

X = Sn−1 = {x ∈ Rn : ∥x∥ = 1}, i(x) = −x

para x = (x1, ... , xn), é chamada de mapa
antipodal.

▶ X = Cn, i(x1, ... , xn) = (x1, ... , xn), onde xj é a
conjugação complexa de xj .

▶ Seja a < C[X1, ... , Xn] um ideal. Seja
X = Vc(a) ⊆ Cn o conjunto algébrico afim
definido por a, isto é,

X = {(x1,, ... , xn) ∈ Cn :
f (x1, ... , xn) = 0 para todo f ∈ a}.

X herda a topologia de Cn. Temos que (X , i)
é livre de pontos fixos se e somente se o
ideal a não tem zeros reais, digamos

a = ⟨1 + X 2
1 + · · · + X 2

n ⟩

.

Contexto Histórico
▶ Desde os anos 1930 sabe-se que o nível de

um corpo pode ser 1, 2, 4, 8 ou um múltiplo
de 16 (van den Waerden, H. Kneser).

▶ As principais perguntas permaneceram em
aberto: Existe um corpo não real K com
s(K ) > 4? O s(K ) é sempre uma potência
de 2?

O Teorema Principal
Para todo número natural n, o domínio integral

An := R[x1, ..., xn]/⟨1 + x2
1 + ... + x2

n ⟩

possui nível s(An) = n.

Aplicações

O Teorema de Borsuk-Ulam
Uma das maneiras de demonstrar o Teorema
Principal é através do uso do Teorema de
Borsuk-Ulam (e das suas consequências).

Teorema (Borsuk-Ulam). Seja f : Sn → Rn

com f = (f1, ... , fn) uma função contínua “ímpar”
(f (−x) = −f (x) para todo x ∈ Sn). Então f se
anula para pelo menos um ponto a ∈ Sn.

Borsuk-Ulam

Fig. 1: Karol Borsuk à esquerda e Stanisław Ulam à
direita.

Problemas em Aberto
▶ Como calcular explicitamente o nível de um

corpo dado K ? Por exemplo, como calcular
s(K (X1, ..., Xn))?

▶ Dado n ∈ N, existe um corpo K tal que
s(K ) = 2n?

▶ Dado um todo anel comutativo R, seja

An(R) := R[X1, ..., Xn]/⟨1 + x2
1 + ... + x2

n ⟩.

É verdade que s(An(R)) = min(n, s(R))?

Estudos Futuros
▶ Explorar os "tripés formas quadráticas - or-

dens - valorações" e "formas quadráticas -
K Teoria - cohomologia Galoisiana".

▶ Abordar aspectos lógicos da teoria de for-
mas quadráticas via grupos especiais e
multi-álgebras.

▶ Explorar as aplicações das teorias algébri-
cas de formas quadráticas nas geometrias
(Diferencial, Algébrica e Algébrica Real).
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