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Resumo:O estudo das fórmulas de área e coárea são imperativos no ramo da Teoria Geométrica da Medida, pois com elas, torna-se possível calcular, por meio da integração do jacobiano do mapeamento Lipschitz
f : Rn → Rm, respectivamente, a medida n-dimensional da imagem de f (quando n ≤ m) e a integral da medida (n−m)-dimensional dos conjuntos de nível de f (quando n ≥ m). Esses resultados são extensões da famosa
fórmula de mudança de variáveis para integrais de Riemann no Cálculo Diferencial e Integral de várias variáveis. Para entender por completo os conceitos de área e coárea, são necessários alguns conceitos preliminares, como
propriedades de diferenciação de funções Lipschitz, o teorema de Rademacher, mapeamentos lineares e jacobianos. Por fim, o objetivo desse trabalho é introduzir as fórmulas de área e coárea (junto com uma breve explicação
dos fundamentos preliminares) e suas aplicações mais comuns.
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1. Conceitos preliminares

Para entender por completo as fórmulas de área é coárea, an-
tes é preciso introduzir alguns conceitos importantes, desde funções
Lipschitz até Jacobianos.

Definição 2.1 Seja A ⊂ Rn, a função f : A → Rm é chamada de
Lipschitz se

|f (x)− f (y)| ≤ C|x− y| (1)

para alguma constante C e para todo x, y ∈ A. A menor constante C

que satisfaz (1) para todo x, y é denotada por

Lip(f ) ≡ sup

{
|f (x)− f (y)|

|x− y|
;x, y ∈ A, x ̸= y

}
Definição 2.2 Uma função f : A → Rm é chamada de localmente
Lipschitz se para cada compacto K ⊂ A, existe uma constante CK

tal que
|f (x)− f (y)| ≤ CK|x− y|

para todo x, y ∈ K.

Teorema 2.1 (Teorema de Rademacher) Seja f : Rn → Rm uma
função localmente Lipschitz, então f é Ln diferenciável quase-sempre.

Teorema 2.2 (Teorema da decomposição polar) Seja L : Rn → Rm

um mapeamento linear.

i. Se n ≤ m, existem dois mapas, um simétrico S : Rn → Rn e um
ortogonal O : Rn → Rm tal que L = O ◦ S.

ii. Se n ≥ m, existem dois mapas, um simétrico S : Rm → Rm

e um ortogonal O : Rm → Rn tal que L = S ◦ O⋆. Com A⋆

representando o adjunto de A.

Definição 2.3 Seja L : Rn → Rm é linear.

i. Se n ≤ m, L = O ◦ S e o Jacobiano de L é definido como
∥L∥ = | detS|.

ii. Se n ≥ m, L = S ◦ O⋆ e o Jacobiano de L é definido como
∥L∥ = | detS|.

Definição 2.4 Seja Df a matriz gradiente de f . O Jacobiano de f é
definido como

Jf (x) ≡ ∥Df (x)∥ (Ln q.s. x).

Para relembrar,

Definição 2.5 i. Seja. A ⊆ Rn, 0 ≤ s < ∞ e 0 < δ ≤ ∞, escreve-
se

Hs
δ(A) := inf


∞∑
j=1

α(s)

(
diamCj

2

)s ∣∣∣A ⊆
∞⋃
j=1

Cj, diamCj ≤ δ

 ,

onde

α(s) :=

√
πs

Γ(s2 + 1)
.

ii. Para A e s como acima, define-se

Hs(A) := lim
δ→0

Hs
δ(A) = sup

δ>0
Hs

δ(A).

iii. Chama-se Hs, a medida de Hausdorff s-dimensional em Rn.

Definição 2.6 O mapeamento y 7→ H0(A ∩ f−1{y}) é a função de
multiplicidade, também escrita como N(f, y), que é o número de
elementos de f−1(y).

2. Fórmula da área

Teorema 3.1 (Fórmula da Área) Seja f : Rn → Rm Lipschitz
com n ≤ m, então para cada subconjunto Ln-mensuráveis A ⊂ Rn,∫

A
Jf dx =

∫
Rm

H0
(
A ∩ f−1(y)

)
dHn(y).

Ou seja, a medida Hn da imagem f (A) ⊂ Rn, contando a multiplici-
dade, pode ser computada pela integral do Jacobiano Jf sobre A.

Exemplo 3.1 (Comprimento de uma curva) (n = 1, m ≥ 1).
Assume-se f : R → Rm Lipschitz e injetiva. Escrevendo

f =
(
f1, ..., fm

)
e Df =

(
d

dt
f1, ...,

d

dt
fm
)
,

da forma que

Jf = |Df | = | d
dt
f |.

Para −∞ < a < b < ∞, define-se uma curva C := f ([a, b]) ⊂ Rm,
então

H1(C) = "comprimento" de C =

∫ b

a

∣∣∣∣ ddtf
∣∣∣∣ dt

a

b

R
f

C

Rm

Exemplo 3.2 (Área de superfície de uma hipersuperfície paramétrica)
(n ≥ 1, m = n + 1). Supõe-se f : Rn → Rn+1 é Lipschitz, contínua
e injetiva, escrevendo

f = (f1, ..., fn+1) e Df =

 f1x1 · · · f1xn
... . . . ...

fn+1x1 · · · fn+1xn


(n+1)×n

da forma que

(Jf )2 =
n+1∑
k=1

(
∂(f1, ..., fk−1, fk+1, ..., fn+1)

∂(x1, ..., xn)

)2

.

Para cada conjunto aberto U ⊆ Rn, escreve-se

S := f (U) ⊆ Rn+1,

então, a área de superfície n-dimensional de S

Hn(S) =

∫
U

n+1∑
k=1

(
∂(f1, ..., fk−1, fk+1, ..., fn+1)

∂(x1, ..., xn)

)2
1

2

dx.

Rn

Rn+1

3. Fórmula da Coárea e aplicações

Teorema 4.1 (Fórmula da coárea) Seja f : Rn → Rm Lipschitz, com
n ≥ m, então para cada subconjunto Ln-mensuráveis A ⊂ Rn,

∫
A
Jf dx =

∫
Rm

Hn−m
(
A ∩ f−1(y)

)
dy.

Nota-se que a fórmula da coárea é uma generalização "curvilínea" do
teorema de Fubini.

Teorema 4.2 (Fórmula de mudança de variáveis) Seja f : Rn → Rm

Lipschitz, n ≥ m, então para cada função Ln-somável g : Rn → R,

i. g|f−1(y) é Hn−m-somável para Lm q.s. y; e

ii. ∫
Rn

g(x)Jf (x)dx =

∫
Rm

(∫
f−1(y)

gdHn−m

)
dy.

Exemplo 4.1 Uma aplicação da fórmula da coárea é no cálculo de in-
tegrais sobre conjuntos de nível. Assumindo f : Rn → R Lipschitz
contínua, então

∫
Rn

|Df |dx =

∫ ∞

−∞
Hn−1(f = t)dt.

Assumindo também que ess inf |Df | > 0 e supondo que g : Rn → R

é Ln-somável, então

∫
{f>t}

gdx =

∫ ∞

t

(∫
{f=s}

g

|Df |
dHn−1

)
ds.

Em particular,

d

dt

(∫
{f>t}

gdx

)
= −

∫
{f=t}

g

|Df |
dHn−1

para L1-q.s. t.
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