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Resumo: O estudo das formulas de drea e codrea sao imperativos no ramo da Teoria Geométrica da Medida, pois com elas, torna-se possivel calcular, por meio da integracao do jacobiano do mapeamento Lipschitz

f:R"™ — R, respectivamente, a medida n-dimensional da imagem de f (quando n < m) e a integral da medida (n — m)-dimensional dos conjuntos de nivel de f (quando n > m). Esses resultados sao extensoes da famosa

formula de mudanca de varidveis para integrais de Riemann no Cdlculo Diferencial e Integral de vdarias varidveis. Para entender por completo os conceitos de drea e codrea, sao necessdarios alguns conceitos preliminares, como

propriedades de diferenciacao de fungoes Lipschitz, o teorema de Rademacher, mapeamentos lineares e jacobianos. Por fim, o objetivo desse trabalho € introduzir as formulas de drea e codrea (junto com uma breve explicacao

dos fundamentos preliminares) e suas aplicagoes mais comuns.
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Para entender por completo as formulas de area é coarea, an-
tes é preciso introduzir alguns conceitos importantes, desde funcoes

Lipschitz até Jacobianos.

Definicao 2.1 Seja A C R", a funcao f : A — R"™ € chamada de
Lipschitz se

[f(z) = fly)] < Clz =y (1)

para alguma constante C' e para todo x,y € A. A menor constante C

que satisfaz (1) para todo x,y € denotada por
f(z) = fly)

|z — y

Lip(f)zsup{ ;x,yeA,x#y}

Definicao 2.2 Uma funcao f : A — R" ¢ chamada de localmente
Lipschitz se para cada compacto K C A, existe uma constante Cg

tal que
f(z) = f(y)| < Cklz -y

para todo x,y € K.

Teorema 2.1 (Teorema de Rademacher) Seja f : R™ — R uma

funcao localmente Lipschitz, entao f € L™ diferencidvel quase-sempre.

Teorema 2.2 (Teorema da decomposicao polar) Seja L - R™ — R™

um mapeamento linear.

i. Sen < m, existem dois mapas, um simétrico S : R"™ — R"™ e um
ortogonal O : R™ — R tal que L=0 o S.

. Se n > m, ewistem dois mapas, um simétrico S : R"™ — R™
e um ortogonal O : R™ — R™ tal que L = S o O*. Com A*

representando o adjunto de A.
Definicao 2.3 Seja L : R"™ — R ¢ linear.

.Sen < m, L = OoS e o Jacobiano de L ¢ definido como
| L] = |det S|.

i.Sen >m, L = S o0 e o Jacobiano de L ¢ definido como

| L] = |det S|.

Definicao 2.4 Seja D f a matriz gradiente de f. O Jacobiano de f ¢

definido como

Jf(x) = [Df(@)]] (L" g5 x).

Para relembrar,

Definicao 2.5 7. Seja. ACR", 0<s< o0 e0 <9 < o0, escreve-

S€

o0
Ac | ¢y diamCy <6y,
j=1

H3(A) = inf 2&(3> (diar;n(jj>s

/s
FG+1)

N

1. Para A e s como acima, define-se

H(A) = c%ir%) H3(A) = (ssli]g()) Hs(A).

1. Chama-se H?, a medida de Hausdorff s-dimensional em R,

Definicao 2.6 O mapeamento y — HY (AN f~Hy}) ¢ a funcdo de
multiplicidade, também escrita como N(f,y), que € o nimero de
elementos de f~1(y).

| cTomldagea |

Teorema 3.1 (Formula da Area) Seja f : R™ — R™ Lipschitz

comn < m, entao para cada subconjunto L"-mensurdveis A C R",

/AJf dx :/mHO (Aﬂf_l(y)) dH" (y).

Ou seja, a medida H™ da imagem f(A) C R™, contando a multiplici-
dade, pode ser computada pela integral do Jacobiano Jf sobre A.

Exemplo 3.1 (Comprimento de uma curva) (n =1, m > 1)

Assume-se f : R — R" Lipschitz e injetiva. Escrevendo
d d
1 m 1 m
: e o o D : e o o
da forma que

d
Jf=IDf| = aﬂ-
Para —oco < a < b < 00, define-se uma curva C == f(la,b]) C R™,

entao
"1 d
HYC) = "comprimento” de C :/ —f‘dt
. ldt
C
a _
f
R
b+ \

Rm

Exemplo 3.2 (Area de superficie de uma hipersuperficie paramétrica)
m>1,m=n+1). Supse-se f: R™ — R ¢ Lipschitz, continua

e injetiva, escrevendo

- )
f=0 ") e Df=1{ + .
n+1 . n+1
/T Tn 1 (n+1)xn

da forma que
n+1 1 k—1 rk+1 n+1 2
8(][‘ 7"’7f 7f 7"'7f )
(Jf) = Z ( o(x1, ..., Tp) )
k:l Y Y

Para cada conjunto aberto U C R"

ESCTeve-se

S = f(U) SR,

entao, a drea de superficie n-dimensional de S

. n+1 @(fl,...,fk_l,fk—l_l,...,fn—l_l) 2\ 2
'H (S):/U Z( 3(x1,...,xn) ) dzx.

k=1

RTL

R’n—H
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Teorema 4.1 (Formula da codrea) Seja f - R™ — R™ Lipschitz, com

n > m, entao para cada subconjunto L™-mensurdveis A C R",

/AJf dz :/mH"_m (Amf—1<y)) dy.

Nota-se que a formula da codrea ¢ uma generalizacao "curvilinea” do

teorema de Fubini.

Teorema 4.2 (Formula de mudanga de varidveis) Seja f : R — R™

Lipschitz, n > m, entao para cada funcao L™-somdvel g : R — R,

l. g|f_1(y) e H" " -somdvel para L™ q.s. y; e

/ng(a:)Jf(a:)dx = / . </fl(y) gd?—[nm> dy.

Exemplo 4.1 Uma aplicacao da formula da codrea € no cdlculo de in-

tegrais sobre conjuntos de nivel. Assumindo f : R"™ — R Lipschitz

continua, entao

/n|Df|d:13 —~ /OO HPL(f = t)dt.

— 00

Assumindo também que essinf |D f| > 0 e supondo que g - R" — R

¢ L"-somdvel, entao

> 9 n—1
dr = ——dH ds.
/{f>t}g ' /t </{fs} 1D f| ) ’

Em particular,

d g n—I1
2 dr | = — I
dt </{f>t}g x) /{f—t} D]

para LY-q.s. t.

L hewdecimemos |

Meus estudos e meu trabalho de Iniciacao Cientifica sao finan-

ciados pela Fundacao de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao Paulo
(FAPESP). Processo n® 2023/12997-1.

Referéncias

1] EVANS, Lawrence C.;GARIEPY, Ronald F. Measure theory and
fine properties of functions, Revised Edition CRC Press, Inc.,
2015.

L]
010S.
L]
. N 7
Conssiho Nacianaido Dessmvolvimento FUNDACAO DEAMPARO A PESQUISA
Cientifico e Tecnologico

C APES



	References

