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Uma demonstracao da redutibilidade completa da representacao exponencial complexa

Lima, Guilherme.

Resumo:A teoria de representacoes de grupos permeia diversos ramos do conhecimento e tem sido usada, por exemplo, para estudar vibracoes moleculares, grafos e grupos mais complexos. Um problema de

interesse em tal teoria € o de saber quando uma dada representacao € completamente redutivel. Neste trabalho apresentamos uma demonstracao da redutibilidade completa da representacao exponencial complexa
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Em geral, e principalmente para representacoes de dimensao
maior > 3, nao ha um método para determinar a redutibilidade com-
pleta de uma representacao.

Por outro lado, é conhecido — no caso em que o grupos represen-
tado é finito, e o espaco de representacao complexo —, que represen-
tacoes nessas condicoes sao completamente redutiveis, o que nao vale
para grupos infinitos em geral.

Neste trabalho, usando um teorema de decomposicao e proprie-
dades de representacoes (além de rudimentos de equagdes diferencias
e algebra linear), mostraremos que a representacao exponencial com-

plexa é completamente redutivel.

_ »Deimidescieoromas |

Definicao 3.1 Uma representacao linear de um grupo G sobre um

corpo K € um homomorfismo T : G — GL(Vy), isto €,
T(gh)=T(g)oT(h), Vg,h e G (1)

onde Vi é um espaco vetorial, denominado espaco de representa-
cao, e GL(Vy) € o conjunto das transformacoes lineares inverti-

veis de Vi em V.

Definicao 3.2 (Representagao exponencial) Seja G o grupo
complexo aditivo. O caminho diferencidvel x (ver [1]), definido

por
z'(t) = x(t)A (2)

sujeito a condicao
z(0) = I (3)
onde 2'(0) = A € uma matriz compleza, e I, é a matriz identidade,

ambas de ordem n, tem a forma

a0 (tA)
=t = )
e satisfaz:
eltts)d — tAcsA vy g e C (5)

isto €, € um homomorfismo. Além disso, sabemos que
det(e?) = "A) £ (6)

Consequentemente, obtém-se uma representacao.

Definigao 3.3 Seja T : G — GL(V) uma representacio de G
em V. Um subespaco U C V ¢é dito invariante sob T (ou T-

invariante), se

TguelU, Vge G e YueU (7)

Definicao 3.4 Uma representacio T : G — GL(V') € dita irredu-

tivel se ela nao possui subsespacos T'-invariantes nao triviais, i.e,

diferentes de V e {0} .
Definicao 3.5 Uma representacao T : G — GL(V') € dita comple-

tamente redutivel se para todo subsespaco U C V', T-invariante,

existe um subespaco T-invariante W, tal que V =U & W.
Dada uma representagdo T' : G — GL(V), e um subespaco T-

invariante U, define-se uma nova representacao, chamada de represen-
tagao quociente, denotada por Ty,/77, que satisfaz TV/U(g)(v +U) =
T(gv+ U, paratodoge Gev e V.

Teorema 3.1 Seja T : G — GL(V) uma representagio de G.
Seja
V=V+---+V, (8)

uma decomposicao de V, onde os V; sao subespacos invariantes e
mz’m’maz’sﬂ. Entao T € completamente redutivel. Mazis ainda, para

todo subespago invariante U, existem indices i1,...,1p tais que
V=UeV,®& -8V (9)

Demonstragdo: ver pagina 18 de [3].

Teorema 3.2 Toda representacao quociente de uma representacao

completamente redutivel também é completamente redutivel.

Demonstracao: segue do teorema acima.
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'Com minimais queremos dizer que, a representacdo, restrita a um subespaco invariante, é irredutivel.

Teorema 4.1 A representacio exponencial © : t € C +— el €
GL(V), onde V é um espagco complexo de dimensao finita n, e
oV — V um operador linear; ¢ completamente redutivel se, e

somente se, o € diagonalizavel.

Demonstracao: (<) Segue da hipdtese e do teorema 3.1,

(=) Por inducao na dimensao de V- = n. Sejau € V um autove-
tor. Seja U o espago gerado por u. Considere T = xy, U Aplicando a

hipétese de indugao a z, que é completamente redutivel (pelo teorema

3.2), obtemos uma base de autovetores do operador correspondente a

T, ou seja, o operador & = o + U. Tomando um representante de
cada classe desta base e unindo a u, obtemos, para cada t, que a forma
matricial da exponencial, nesta base, digamos B = {u,v1,...,vp_1},
é:

(t)|p = diag(e"™, €™, .., M) (10)

Derivando a expressao acima em t = 0, vem que

[CV]B — dzag()\?m >‘17 R An—l) (11>

como queriamos demonstrar.

| eConcusio |

Como visto anteriormente, a redutibilidade completa da repre-

sentacao exponencial depende do operador linear em questao ser di-
agonalizavel. Observa-se que a complexidade do espaco ¢ necessaria,

para a demonstracao acima, em vista da existéncia de autovalores.
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