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Resumo:Neste trabalho, serdo apresentadas duas versoes (uma para operadores autoadjuntos e outra para operadores normais) do Teorema Espectral, um dos resultados mais importantes da Algebra Linear.

Ademais, serao abordadas aplicagoes deste teorema nas dreas de Equacoes Diferenciais Ordinarias e de Geometria Diferencial.
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O estudo da diagonalizacao de operadores em um espaco veto-
rial real ou complexo de dimensao finita permite estabelecer condicoes
necessarias e suficientes para tal espaco ter uma base formada por
autovetores de um dado operador linear. Quando o espaco admite
produto interno, podemos aprimorar este estudo. Neste contexto, é
possivel definir operadores autoadjuntos e operadores normais, e com
isso analisar a existéncia de bases ortonormais formadas por autove-
tores. Desta analise, surgem as versoes do famoso Teorema Espectral,
um dos mais relevantes resultados da Algebra Linear. Este teorema
tem uma vasta quantidade de aplicacoes e, neste trabalho, apresen-
taremos uma envolvendo Equacoes Diferenciais Ordinarias e uma na

area de Geometria Diferencial.
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No texto, K representara o corpo dos numeros reais (R) ou o

corpo dos numeros complexos (C). Além disso, V' denotarda um espaco
vetorial sobre K com produto interno (que indicaremos por (-,-)), e

L(V, V) denotaré o espago vetorial dos operadores lineares de V.

Definicao 3.1. Seja T € L(V,V). Dizemos que T possui um ad-

junto se existir um operador linear T € L(V, V) tal que
(T'(u),v) = (u, T"(v)),

para todos u,v € V. Diremos, neste caso, que T™ € o adjunto

de T'. Mais ainda, o operador I' é chamado de autoadjunto se T’
admite adjunto T e T* =T.

Um importante resultado que permite caracterizar os operadores
: ;oo ~ . : i all :
autoadjuntos serd feito na sequéncia. Indicaremos por [T a matriz

transposta conjugada de |T'| g, que é a matriz de T' com relagdo a uma

base B de V.
Proposicao 3.1. Seja T € L(V,V). As sequintes afirmacoes sdo

equivalentes:

a)T ¢ autoadjunto.

b) Ezxiste uma base ortonormal B de V tal que |T|p = mg

c)|T\p = m% para toda base ortonormal B de V.

A seguir, apresentaremos dois resultados importantes que serao
utilizados na demonstracao do Teorema Espectral para operadores au-

toadjuntos.

Proposicao 3.2. Seja V. um K-espaco vetorial de dimensao fi-
nita com produto interno. SeT' € L(V, V) é autoadjunto, entao T

POsSsuL um autovetor.
Demonstragdo. Ver [3]. (]

Proposicao 3.3. Sejam V' um K-espaco vetorial com produto in-
terno e de dimensao finita e T € L(V,V). Se W ¢é um subespaco
T-invariante de V (isto é, T(w) € W para todo w € W), entao
WL é T*-invariante (isto é, T*(w) € W para todo w € W+ ).

Demonstragdo. Ver [3]. (]

Em seguida, apresentaremos a versao do Teorema Espectral para

operadores autoadjuntos.

Teorema 3.1 (Teorema Espectral (autoadjunto)). Seja V' um K-
espaco vetorial com produto interno e de dimensao finita. Se
T € L(V,V) é autoadjunto, entao existe uma base ortonormal

de V' cujos vetores sao autovetores de T

Demonstracao. Suponhamos que dimgV = n > 1. Pela Proposicao

3.2, T" possui um autovetor, digamos v1. Se dimgV = 1, entao {—Hgm}

¢ uma base de V', como queriamos. Vamos supor agora que n > 1 e

que o resultado vale para todo espaco de dimensao igual a n — 1. Seja

W = [v1]. E facil ver que W ¢ invariante por T'. Pela Proposicio 3.3

W+ é T*invariante. Como T* = T, segue que W é T-invariante.
Agora, como W é um espaco de dimensdo n — 1, segue da hipdtese
de inducao que W possui uma base ortonormal {vo, ..., vy} formada
por autovetores. Logo, B = {H;‘j—m, VYy vy vn} ¢ um conjunto ortonor-
mal com n = dimgV elementos e, portanto, uma base de V. Por
construcao, todos os elementos de B sao autovetores e o resultado esta

provado.
[]

Uma consequéncia imediata do teorema anterior ¢ a seguinte:

Corolario 3.1. Seja V' um K-espaco vetorial com produto interno
e de dimensdao finita. Se T € L(V,V) é autoadjunto, entdo T €

diagonalizavel.
Vale destacar que a reciproca do Teorema Espectral é valida para
R-espacos vetoriais, mas nao é valida para C-espacos vetoriais, con-

forme o contraexemplo a seguir.

Exemplo 3.1. Seja T : C — C dada por
T(v)=(1+1)v.

Temos que 1 € autovalor de T associado a (1 + i), mas T ndo €

autoadjunto.

Em seguida, apresentaremos a definicao de operador normal e a

versao do Teorema Espectral para tais operadores.

Defini¢ao 3.2. Seja T' € L(V,V), onde V € um K-espago veto-
rial com produto interno. Dizemos que T € normal se existir T e
T*oT =ToT".

Teorema 3.2 (Teorema Espectral (normal)). Sejam V' um C-espaco
vetorial de dimensao finita com produto interno, e T € L(V,V).
Entao, T é um operador normal se, e somente se, existe uma base

ortonormal de V' cujos vetores sao autovetores de T'.

Demonstragdo. Ver [3]. (]
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4.1 Solucao de Sistemas de EDO

Indicaremos um sistema de n equacoes diferenciais ordinarias com co-
zn(t) ) €
Mpx1(R) e A= (ajj)nxn € Mp(R). Relembramos que uma matriz ¢é

eficientes constantes por x’ = Ax, em que x = (x1(t) ...

autoadjunta quando o operador em relacao a base canodnica associado

a tal matriz ¢ autoadjunto.

Teorema 4.1. Seja x’ = Ax um sistema de n equacoes diferen-
ciais ordindrias com coeficientes constantes. Se A ¢ autoadjunta,

entao a solucao geral do sistema ¢ da forma
x(t) = lelerlt T+t Cnfnernta

onde c1,...,cn € R, &1, ..., &, € Mpux1(R) ery,...,ry sdo nime-

ros reais nao necessariamente distintos.

Destacamos que o Teorema Espectral ¢ utilizado na demons-
tracao de tal resultado, para que seja obtida a base ortonormal de

autovetores {£1, ..., &n}, que aparece na solugao do sistema.
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4.2 Curvaturas em Geometria Diferencial

Seja S uma superficie regular orientével em R?, onde foi escolhida uma
orientacio N : S — R3. Neste contexto, estd definida a aplicacio nor-
mal de Gauss, N : S — 52 onde S? é a esfera unitria em R3. E
conhecido que S ¢ diferenciavel e as propriedades de sua diferencial
sao essenciais no estudo de superticies.

No que segue, dado p € S denotaremos por 1),5 o plano tangente
a S em p.

Proposicao 4.1. A diferencial dNy : TS — T,S da aplicagao

normal de Gauss € uma aplicacao linear autoadjunta.

Demonstragao. Uma vez que dNp ¢ linear, ¢ suficiente provar que
(dNp(w1), wz) = (wi, dNp(w2)),

para alguma base {w1,wa} de T},S.

Seja X : U — X(U) C S uma parametrizacio de S em
p, com X(q) = p e {Xu(q), Xuv(q)} a base associada de T),S. Se
a:l — X(U), a(t) = X(u(t),v(t)) é uma curva parametrizada em

S, com a(0) = p, temos

AN (0 (0)) = ANp(X (0) + X2/(0)) = % (N o X(ut), o(8)) 1o
= M), v(t)lo = Ml (0) + Mot (0),

onde M = N o X. Em particular,
AN(Xul@) = Mula) o dNy(Xo(q)) = Mi(q).

Note que em U sao validas as seguintes igualdades: (M, X,) = 0 e
(M, Xy) = 0. Entao, derivando essas expressoes em relagdo a v e u,

respectivamente, obtemos
<M’U7 Xu> —l_ <M7 X’U/U> — O e <]\4'u7 X’U> —|_ <M7 X’U’LL> — O

Assim,
<MU7XU> — _<M7 Xuv> — <Mu7Xv>a

e concluimos que

<de(XU<Q>)7 Xu(q)) = (Xu(q), de<Xu(Q))>°

[]

Uma vez que dNp € autoadjunta, o Teorema Espectral nos ga-
rante a existéncia de uma base ortonormal {ej,ea} de TS tal que
dNp(e1) = —kie1 e dNp(ea) = —koeo. Os valores k1 e ko sa0 o ma-
ximo e o minimo da segunda forma fundamental de S em p, e sao as
chamadas curvaturas principais de S em p. Tais valores tém grande

relevancia no estudo de Geometria Diferencial.
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