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Resumo:Neste trabalho, serão apresentadas duas versões (uma para operadores autoadjuntos e outra para operadores normais) do Teorema Espectral, um dos resultados mais importantes da Álgebra Linear.
Ademais, serão abordadas aplicações deste teorema nas áreas de Equações Diferenciais Ordinárias e de Geometria Diferencial.
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1. Introdução

O estudo da diagonalização de operadores em um espaço veto-
rial real ou complexo de dimensão finita permite estabelecer condições
necessárias e suficientes para tal espaço ter uma base formada por
autovetores de um dado operador linear. Quando o espaço admite
produto interno, podemos aprimorar este estudo. Neste contexto, é
possível definir operadores autoadjuntos e operadores normais, e com
isso analisar a existência de bases ortonormais formadas por autove-
tores. Desta análise, surgem as versões do famoso Teorema Espectral,
um dos mais relevantes resultados da Álgebra Linear. Este teorema
tem uma vasta quantidade de aplicações e, neste trabalho, apresen-
taremos uma envolvendo Equações Diferenciais Ordinárias e uma na
área de Geometria Diferencial.

2. O Teorema Espectral

No texto, K representará o corpo dos números reais (R) ou o
corpo dos números complexos (C). Além disso, V denotará um espaço
vetorial sobre K com produto interno (que indicaremos por ⟨·, ·⟩), e
L(V, V ) denotará o espaço vetorial dos operadores lineares de V .

Definição 3.1. Seja T ∈ L(V, V ). Dizemos que T possui um ad-
junto se existir um operador linear T ∗ ∈ L(V, V ) tal que

⟨T (u), v⟩ = ⟨u, T ∗(v)⟩,

para todos u, v ∈ V . Diremos, neste caso, que T ∗ é o adjunto
de T . Mais ainda, o operador T é chamado de autoadjunto se T

admite adjunto T ∗ e T ∗ = T .

Um importante resultado que permite caracterizar os operadores
autoadjuntos será feito na sequência. Indicaremos por [T ]tB a matriz
transposta conjugada de [T ]B, que é a matriz de T com relação a uma
base B de V .

Proposição 3.1. Seja T ∈ L(V, V ). As seguintes afirmações são
equivalentes:

a) T é autoadjunto.

b) Existe uma base ortonormal B de V tal que [T ]B = [T ]tB.

c) [T ]B = [T ]tB para toda base ortonormal B de V .

A seguir, apresentaremos dois resultados importantes que serão
utilizados na demonstração do Teorema Espectral para operadores au-
toadjuntos.

Proposição 3.2. Seja V um K-espaço vetorial de dimensão fi-
nita com produto interno. Se T ∈ L(V, V ) é autoadjunto, então T

possui um autovetor.

Demonstração. Ver [3].

Proposição 3.3. Sejam V um K-espaço vetorial com produto in-
terno e de dimensão finita e T ∈ L(V, V ). Se W é um subespaço
T -invariante de V (isto é, T (w) ∈ W para todo w ∈ W ), então
W ⊥ é T ∗-invariante (isto é, T ∗(w) ∈ W ⊥ para todo w ∈ W ⊥).

Demonstração. Ver [3].

Em seguida, apresentaremos a versão do Teorema Espectral para
operadores autoadjuntos.

Teorema 3.1 (Teorema Espectral (autoadjunto)). Seja V um K-
espaço vetorial com produto interno e de dimensão finita. Se
T ∈ L(V, V ) é autoadjunto, então existe uma base ortonormal
de V cujos vetores são autovetores de T .

Demonstração. Suponhamos que dimKV = n ≥ 1. Pela Proposição
3.2, T possui um autovetor, digamos v1. Se dimKV = 1, então

 v1
||v1||


é uma base de V , como queríamos. Vamos supor agora que n > 1 e
que o resultado vale para todo espaço de dimensão igual a n − 1. Seja
W = [v1]. É fácil ver que W é invariante por T . Pela Proposição 3.3,
W ⊥ é T ∗-invariante. Como T ∗ = T , segue que W ⊥ é T -invariante.
Agora, como W ⊥ é um espaço de dimensão n − 1, segue da hipótese
de indução que W ⊥ possui uma base ortonormal {v2, ..., vn} formada
por autovetores. Logo, B =

 v1
||v1||, v2, ..., vn

 é um conjunto ortonor-
mal com n = dimKV elementos e, portanto, uma base de V . Por
construção, todos os elementos de B são autovetores e o resultado está
provado.

Uma consequência imediata do teorema anterior é a seguinte:

Corolário 3.1. Seja V um K-espaço vetorial com produto interno
e de dimensão finita. Se T ∈ L(V, V ) é autoadjunto, então T é
diagonalizável.

Vale destacar que a recíproca do Teorema Espectral é válida para
R-espaços vetoriais, mas não é válida para C-espaços vetoriais, con-
forme o contraexemplo a seguir.

Exemplo 3.1. Seja T : C → C dada por

T (v) = (1 + i)v.

Temos que 1 é autovalor de T associado a (1 + i), mas T não é
autoadjunto.

Em seguida, apresentaremos a definição de operador normal e a
versão do Teorema Espectral para tais operadores.

Definição 3.2. Seja T ∈ L(V, V ), onde V é um K-espaço veto-
rial com produto interno. Dizemos que T é normal se existir T ∗ e
T ∗ ◦ T = T ◦ T ∗.

Teorema 3.2 (Teorema Espectral (normal)). Sejam V um C-espaço
vetorial de dimensão finita com produto interno, e T ∈ L(V, V ).
Então, T é um operador normal se, e somente se, existe uma base
ortonormal de V cujos vetores são autovetores de T .

Demonstração. Ver [3].

3. Aplicações

4.1 Solução de Sistemas de EDO

Indicaremos um sistema de n equações diferenciais ordinárias com co-
eficientes constantes por x’ = Ax, em que x = ( x1(t) . . . xn(t) )t ∈
Mn×1(R) e A = (aij)n×n ∈ Mn(R). Relembramos que uma matriz é
autoadjunta quando o operador em relação a base canônica associado
a tal matriz é autoadjunto.

Teorema 4.1. Seja x’ = Ax um sistema de n equações diferen-
ciais ordinárias com coeficientes constantes. Se A é autoadjunta,
então a solução geral do sistema é da forma

x(t) = c1ξ1e
r1t + . . . + cnξnernt,

onde c1, . . . , cn ∈ R, ξ1, . . . , ξn ∈ Mn×1(R) e r1, . . . , rn são núme-
ros reais não necessariamente distintos.

Destacamos que o Teorema Espectral é utilizado na demons-
tração de tal resultado, para que seja obtida a base ortonormal de
autovetores {ξ1, . . . , ξn}, que aparece na solução do sistema.

4.2 Curvaturas em Geometria Diferencial

Seja S uma superfície regular orientável em R3, onde foi escolhida uma
orientação N : S → R3. Neste contexto, está definida a aplicação nor-
mal de Gauss, N : S → S2, onde S2 é a esfera unitária em R3. É
conhecido que S é diferenciável e as propriedades de sua diferencial
são essenciais no estudo de superfícies.

No que segue, dado p ∈ S denotaremos por TpS o plano tangente
a S em p.

Proposição 4.1. A diferencial dNp : TpS → TpS da aplicação
normal de Gauss é uma aplicação linear autoadjunta.

Demonstração. Uma vez que dNp é linear, é suficiente provar que

⟨dNp(w1), w2⟩ = ⟨w1, dNp(w2)⟩,

para alguma base {w1, w2} de TpS.
Seja X : U → X(U) ⊂ S uma parametrização de S em

p, com X(q) = p e {Xu(q), Xv(q)} a base associada de TpS. Se
α : I → X(U), α(t) = X(u(t), v(t)) é uma curva parametrizada em
S, com α(0) = p, temos

dNp(α′(0)) = dNp(Xuu′(0) + Xvv′(0)) = d

dt
(N ◦ X(u(t), v(t)))|t=0

= d

dt
M(u(t), v(t))|t=0 = Muu′(0) + Mvv′(0),

onde M = N ◦ X . Em particular,

dNp(Xu(q)) = Mu(q) e dNp(Xv(q)) = Mv(q).

Note que em U são válidas as seguintes igualdades: ⟨M, Xu⟩ = 0 e
⟨M, Xv⟩ = 0. Então, derivando essas expressões em relação a v e u,
respectivamente, obtemos

⟨Mv, Xu⟩ + ⟨M, Xuv⟩ = 0 e ⟨Mu, Xv⟩ + ⟨M, Xvu⟩ = 0.

Assim,
⟨Mv, Xu⟩ = −⟨M, Xuv⟩ = ⟨Mu, Xv⟩,

e concluímos que

⟨dNp(Xv(q)), Xu(q)⟩ = ⟨Xv(q), dNp(Xu(q))⟩.

Uma vez que dNp é autoadjunta, o Teorema Espectral nos ga-
rante a existência de uma base ortonormal {e1, e2} de TpS tal que
dNp(e1) = −k1e1 e dNp(e2) = −k2e2. Os valores k1 e k2 são o má-
ximo e o mínimo da segunda forma fundamental de S em p, e são as
chamadas curvaturas principais de S em p. Tais valores têm grande
relevância no estudo de Geometria Diferencial.
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