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Os Referenciais de Monge e Bishop
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Resumo:Uma das partes do curso de Geometria Diferencial é o estudo do famoso Referencial de Frenet. Porém, este referencial, como qualquer outro ente matemdtico, obteve melhoras conforme a teoria for se

desenvolvendo com o tempo. Assim, alguns problemas que o Referencial de Frenet possui, sendo um deles, no cdlculo da derivada da curva paralela, sdo resolvidos com outros referenciais, os quais destacaremos

nessa apresentacao. Assim, esta apresentacao contempla a comparacao entre os referenciais de Frenet, Monge e Bishop, os quais fazem parte de uma drea de pesquisa dentro da Geometria Diferencial. Ademais,

serdo discutidas propriedades desses referenciais dentro da Teoria de Curvas em R? como exzemplo, ou seja, mostraremos a relacio entre a curvatura e torcio e as derivadas dos vetores tangente, normal e

binormal.
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. vmtodwio |

Aqui, sao apresentados alternativas para o referencial de Frenet
de uma curva em R?: os referenciais de Monge e Bishop. Tais referen-
ciais apresentam vantagens em relacao ao referencial de Frenet, com
algumas sendo exploradas nesse trabalho. A motivacao que nos é dada
é a identificacao da curva paralela a uma curva.

Suponha I C R — RS uma curva de classe
ek (] : ]R3>, com k > 2 e Hw’ (t)H = 1. Considere os campos de
vetores tangente, normal e binormal, dados por, respectivamente,

Ty (t), Ny(t), By(t), em relacao ao referencial de Frenet da curva

. Assim,
T | 0 ke (t) 0 |[Ty(t)
NL(8)] = |=ry (t) 0 =7y ()| [Ny ()]
By)] | 0 () 0 |[By(t)

Agora, construamos a curva paralela a v, dada pela curva
B(t) = v(t)+ ANy (1), para todo t € I C R. Quer-se encontrar

o vetor tangente a curva J num ponto [ (t) arbitrario. Assim,

B'(t) =" (t) + AN (t)
=0/ (t) = |7 ()| Ty (t) — Moy (8) Ty (t) — A7y (t) By (2).

Como o vetor binormal By (t) = 017 (t) + 0oN~ (t), com
01, 02 € R\ {0}, entdo, tem-se que

B () = (17 ()] = My (1) = No17y () Ty (£) — Aoy () Ny (1) .

Em tese, o referencial de Frenet, para uma curva paralela a uma
curva dada, nao tem a mesma direcao tangente que a primeira curva
por conta na derivada da curva 8 possuir uma combinacao dos vetores
tangente e normal da curva .

O objetivo desse trabalho € apresentar outros referenciais que
solucionam, nao so, mas também, este problema da derivada de uma
curva paralela a uma curva dada. Dessa forma, faz-se importante
estudar outros refernciais que, neste trabalho, serao abordados os Re-

ferencial de Monge e Referencial de Bishop.

| RelroncialdoMonge |

Defina a base positiva de vetores ortonormais dada por M =
{T VM (1), Néw (1), Béw ()} construido a partir do referencial de Fre-

net tal que

M@l 10 0 |lTy ()
Néw (t)| =10 cos(0(t)) —sen(0(t))| | Ny ()
_Béw (t) 0 sen (6 (t)) cos(d(t)) | 1By (t)

em que a funcao

0. ICR — R

com a funcao dada por
0(t) = —/t%T(s) ds.

Observacao 3.1 Note que o referencial de Monge é contruido
quando se rotaciona o referencial de Frenet por um angulo obtido

através da funcao supracitada.

Matricialmente, a representacao deste referencial é dada pelo

produto e igualdade das matrizes a seguir:

[0 =)
(W )| = e, N2 ),
(BY (1) By ()
com a matriz dada por [J\{]7 sendo a matriz
0 iy () cOs (0 (1)) Ky (£) sen (0 (t))
[M]7 = |~k (£) cos (A (1)) 0 0
—riy (1) sen (0 (1)) 0 0

Assim, calculemos o vetor tangente, pelo referencial de Monge,

da curva paralela a . Considere a curva
n:ICR — R
b p(t) =7+ ANM (1)

temos que a sua derivada é a expressao

(1) = (1 (1)) + Ay () cos 8.(6) T (1),

Com efeito, temos um vetor tangente da curva paralela que é multiplo

do vetor tangente da curva inicial.

Definicao 3.1 Se M = {TVM (1), Néw (1), B,]YW (t)} ¢ um referen-
I CR — R3. Definimos a
assinatura de vy com respeito a B como sendo o campo de veto-
res wye @ I CR — R? dada por wie(t) = (wy (t), wo(t)) =
(kory (t) cos (0 (1)), riy (t)sen (0 (t))), com Y (t) = —7 (t)

Com este referencial e a definicao acima, podemos calcular as

cial de Monge de uma curva vy

curvaturas de uma curva.

Proposicao 3.1 Considere uma curva birreqular v : I C
R — R? tal que v € C® (I, Q) e seja o campo de vetores
wig (1) = (w1 (t), wo(t)) a assinatura normal de Monge de . En-

tao,
Fy () = |jw ()]
e, também,
w2 (1) fff; ,it(>t)_wf2(t()t) Ky (t)7 quando wi (t) # 0;
Ty () =

), quando wo (t) # 0

Para os referenciais de Frenet e Monge o conjunto K =
{’y’ (1), %Z—, (t)} ¢ linearmente independente. O referencial de Bishop

traz uma melhora para este problema.

Definicao 4.1 Seja ~y I CR — R uma curva tal que
v (t) #0, para todot € I, |y ()| =1ev € C% (I, R™) Um referen-
cial de Bishop sobre v é uma colegio B = {T (t), N1(t), No(t)}

que satisfaz as sequintes propriedades:

1.T e N; sdo campos de vetores de classe @' (I, R™) ao longo de

v, para todo 1 =1, 2;

2.T(t)=d(t), para todo t € I, e B forma uma base ortonormal

positiva para R3 ;
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3. As derivadas de cada um dos campos de vetores satisfazem a

sequinte equacao matricial:

W] [ 0 w) w@)||TE)
Ni(t)| =|-wi(t) O Ny (t)
Ny (t)]  |—wal(t) No (t)

para certas fungoes w; - I CR — R, comi € {1, 2}.

O resultado que sera apresentado foi comentado na introducao

dessa sessao.

Teorema 4.1 Toda curva reqular parametrizada pelo compri-
mento de arco de classe CF ([, ]RS),k > 2, admite referencial de
Bishop de classe ©? ([, R3>. Isto ¢, se K = {7’ (tg), My, MQ} é
uma base ortonormal positiva para R?’, entao existe um unico refe-
rencial de Bishop B = {T (t), Ni(t), No(t)} de classe C 1, ]Rg)
sobre ~v tal que N; (tg) = M;

Para o proximo resultado, deve-se ter a seguinte definicao.
Definicao 4.2 Se B = {T'(t), Ni(t), Nao(t)} é um referencial
I ¢ R — R com

N!(t) = —w; (t)T (t), definimos a assinatura de v com respeito
I CR — R? dada por

de Bishop de uma curva -y

a B como sendo a curva W%
wep (t) = (w1 (t), wa (1))

Proposicao 4.1 Suponha que uma curva -y I CR — R?’,

de classe G2 ([ : RS) e parametrizada pelo comprimento de arco
admita um referencial de Frenet ¥ = {T(t), n(t), B(t)}, ou
seja, o referencial satisfazendo as equacoes vistas na introdu-
cio. Se B = {T(t), Ni(t), No(t)} é um referencial de Bishop
de assinatura normal wd (t) = (w1 (t), wo(t)), entadé fazendo

(w1 (t), wa(t)) =7r(t)(cos(B(t)), sen(f(t))), tem-se

k(t)=r(t) e, também, v (t)=7(t).

Observacao 4.1 O referencial de Monge é, em ultima andlise,
um referencial de Bishop. Ademais, como o referencial de Monge
¢ obtido através do referencial de Frenet, temos curvas que nao
possuem referenciais de Frenet e Monge, mas possuem um refe-

rencial de Bishop.

| eConcusio |

Aqui, apresentam-se melhorias que a teoria dos referenciais mo-

veis sofreu. Os problemas nao sao sé6 o da velocidade da curva paralela
e o da maior abrangéncia de curvas que possuem um referencial, mas
outros mais que ambos os referenciais podem corrigir e melhorar dentro

da teoria de referenciais moveis.
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