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Resumo:O presente trabalho estd inserido na teoria das Algebras com Identidades Polinomiais, também conhecida como PI-Teoria. Dizemos que um polinomio em varidveis nao comutativas € uma identidade

polinomial para dlgebra A quando avaliado em quaisquer elementos de A se anula. Assim, uma PI-Algebra é uma dlgebra que admite, pelo menos, uma identidade polinomial ndo trivial. Desse jeito, a grosso

modo, podemos dizer que a PI-Teoria busca relacionar o efeito das identidades polinomiais na estrutura das dlgebras que as satisfazem. Neste trabalho damos especial atencao as dlgebras de Grassmann, no que

diz respeito as suas identidades polinomiais e graduacoes. Falamos sobre o envoltorio de Grassmann e o envoltorio supercomutativo de uma superdlgebra. O objetivo principal deste trabalho foi encontrar a

conexao entre a classificacao das superdlgebras simples de dimensao finita e o envoltério de Grassmann. Para isto, usamos os conceitos e resultados jd existentes nesse contexto, além de utilizar a classificacao

dos T-ideais verbalmente primos de Kemer. Como se conhece muito pouco sobre o comportamento dos envoltorios mencionados, nossa pesquisa vai na direcao de uma boa compreensdao de tudo o que ja for

realizado jd que trata-se de uma teoria recente onde ainda hd muito o que desenvolver. Este trabalho foi supervisionado pela Fernanda Gongalves de Paula (UESC).

Palavras-chave:Algebras Graduadas, Superdlgebras, Algebras supercomutativas, Envoltério supercomutativo.
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A area da Matematica na qual este trabalho se insere é: Teoria de
Anéis, e mais especificamente, na Teoria das Identidades Polinomiais,
também conhecida como PI-Teoria. A saber, uma identidade polino-
mial para uma algebra ¢ um polindomio em variaveis nao comutativas
que se anula quando avaliado em quaisquer elementos da algebra.

O estudo central da PI-Teoria ¢ a descricao das identidades polinomi-
ais de uma algebra, isto €, a determinacao de uma base das identidades
polinomiais. Em 1950, W. Specht conjecturou o problema da existén-
cia de base finita para as identidades de uma algebra associativa sobre
um corpo de caracteristica nula, que é conhecido como problema de
Specht. No ano de 1987, Kemer, em seu trabalho sobre a estrutura
dos T-ideais em caracteristica nula, apresentou uma solucao positiva
para este problema mencionado, classificando de forma definitiva as al-
gebras verbalmente primas sobre tais corpos, conhecida como a teoria
estrutural de T-ideais.

O uso de algebras graduadas e suas identidades graduadas foi crucial
para o trabalho de Kemer, tornando-as ferramentas essenciais para o
desenvolvimento desta teoria. Com isso, a questao de pesquisa deste
trabalho foi: Qual é a conexao entre a classificacao das superalgebras

simples de dimensao finita e o envoltorio de Grassmann?
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Definicao 3.1 Seja A um dlgebra e considere G um grupo finito

abeliano com notacao aditiva. Uma G-graduacao em A, € a de-

composicao do espaco vetorial em subespacos tais que

para quaisquer g, h € G. Desta tal decomposicao, chamaremos A

de dlgebra G-graduada.

Definicao 3.2 Uma dlgebra A € dita superdlgebra se possui uma
Zo-graduagdo (ou seja, A= AyD Ay e AjA; C A 1,7 € Zo)

Definicao 3.3 Seja V' um K-espaco vetorial com base ordenada
{e; i e I}. A dlgebra de Grassmann de V é a dlgebra associativa

gerada por {e; i € I} e com a sequinte relagdo
o o — 2 _
eie; +eje; =0 e e; =0,

onde 1,7 € I. Esta dlgebra serd denotada por E.

A dalgebra de Grassmann possui uma Zo-graduacao natural:
E = Ej® Lk,

onde Efj ¢ o subespaco vetorial de E gerado pelo conjunto com a uni-
dade de E e todos os elementos de comprimento par e 7 € o subespagco
vetorial de F gerado pelo conjunto de elementos de comprimento im-

par.

Definicao 3.4 Seja X = {x1,z9,...} um conjunto de varidveis
nao comutativas, K(X) denotard a dlgebra associativa unitdria li-

vre, livremente gerada por X, ou seja, K(X) possui por base os

elementos da forma x;, ...x; tal que x; € X, onde k =0,1,...,

e a multiplicacao definida por

(517751 . xik>($j1 . .:zjjm) =T .. XX TG

onde x; ,xj € X. Os elementos de K(X) sio chamados de po-
linomios.
Para cada g € G, denotaremos por K(X), o subespaco de K(X)

gerado por todos os monomios de grau homogéneo g. Assim,

K(X) = 0 K(X)y e K(X)K(X)) € K(X)y

para quaisquer g, h € GG. Denotaremos por K(X)9" a algebra K(X)
com a graduacao apresentada e chamaremos algebra associativa livre

G-graduada.
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Definicao 4.1 Uma superdlgebra A = Ay ® A7 é dita supercomu-

tativa se

ab = (—1)" - ba
para quaisquer a € A; e b € Aj.

Definicao 4.2 Seja A = Ay © A7 uma superdlgebra. Definimos a
dlgebra E(A) como sendo

E(A) = (AU 24 EU) ® (A7 ® Ey).

FEsta dlgebra é chamada Envoltorio de Grassmann
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Sejam U = {up,ug,us,...} e V.= {v,v,v3,...} conjuntos de

variaveis enumeraveis. Defina a algebra S = K|[U, V| como sendo
S=(Lut,...,v1,. .. W) = wju, ujv; = Vi, viv; = —V;).

Destacamos em .S os subespacos vetoriais
» Sy gerado pelo conjunto {1, u;u;, ... u;, @ k € par };

» St gerado pelo conjunto {v; vj,...v;, :n éimpar }.

Desse jeito, a algebra S = K|U, V| tem uma Zs-graduagao natural
S = Sy @ S1. Para toda algebra supercomutativa A temos, para toda
aplicacao

e {UV}— A

tal que p(U) C Ay e (V) C At pode ser estendida a um homomor-

fismo de superalgebras

p:.5 — A.

Definicao 5.1 S = K[U, V| é chamada dlgebra livre supercomuta-
tiva sobre K, sobre os conjuntos enumeraveis U e V' de varidveis

comutativas e anticomutativas, respectivamente.
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Definicao 5.2 Seja A = Ay ® A1 uma superdlgebra. Definimos a

dlgebra S(A) como sendo

FEsta superdlgebra ¢ chamada superenvoltorio de A.
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Teorema 6.1 Seja char(K) = 0. Entdo S(A) e E(A) satisfazem

as mesmas tdentidades polinomiais, para qualquer superdlgebra A.

Ideia da Demonstracao.

+ Identifique os elementos geradores e; de £/ como os v; de S e note

E esta contido em S com Zo-graduacao induzida e desse jeito,

E(A) C S(A), isto é, S(A) satisfaz as identidades de F(A).

e Por hipotese, char(K) = 0. Considere um polindmio multilinear

f(x1,...,xy) que ndo é uma identidade para S(A), ou seja,

f(a1®517---7an®3n)7é0

onde ay,...,ap € AgU A1 es,...,s, € SpU ST.

« Como S é uma algebra gerada por U U V' sobre K, tem-se que
flar ®@ui,...,ar Qur,aprr1 QV1,...,0n @ vp—yp) # 0.
e Tome a aplicagao ¢ : ARQ (UUV) - A® FE tal que
pb@v))=b®e; e plbRu;)=b® epioi 1649

para todob € Aei=1,2,..., e pode-se estender a um homomor-
fismo de superalgebras ¢ : A®S — AR FE tal que ¢¥(S(A)) C E(A)

e assim,

w(f(a’l®u17"'7a7“®u7’7a7“—|—1®U17"°7an®vn—r>)#O-

Logo, S(A) e E(A) satisfazem as mesmas identidades polino-

maiais.
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