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Calculo Fracionario

Um Estudo da Integral Fracionaria de Riemann-Liouville

Silva, Felipe ['; Ramos, Priscila/]

Resumo:O cdlculo fraciondrio tem sido cada vez mais pesquisado afim de resolver problemas nas mais variadas dreas. Este trabalho enfatiza o estudo da Integral fraciondria de Riemann-Liouville (IFRL) com o

objetivo de apresentar propriedades e resultados. Para alcancar o objetivo desse trabalho foi realizada uma ampla pesquisa bibliogrifica.
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O calculo surgiu a milénios atras, seus primordios remontam a
épocas antigas, destacamos aqui o método da exaustao usado por Eu-
doxo de Cnido para calcular o volume das piramides do Egito, um mé-
todo similar posteriormente foi usado por Arquimedes para aproximar
o valor de pi com grande precisao. Os estudos do calculo diferencial e
do calculo integral avancaram até que foram formalizados de maneira
simultanea e independente por Leibniz e Newton através do teorema
fundamental do calculo.

Atribui-se a origem do calculo fracionario a uma troca de cor-
respondéncias entre L’Hopital e Leibniz, onde L'Hopital levantou a
seguinte questao: 'qual deveria ser a interpretacao, na notacao de
Leibniz %y(x), para a derivada de ordem n = 1/2, que equivale a
derivar a fungdo y(x) meia vez'Leibniz, respondeu: "o estudo dessas
equacoes levaria a um paradoxo, que algum dia gerara muitas con-
sequéncias frutiferas.’

Atualmente, é crescente o nimero de pesquisas que envolvem
os conceitos do calculo fracionario para formular e resolver problemas

nas mais diversas areas do saber, como matematica, fisica, biologia.,

engenharias e outras ([1],[2],[5]).
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A funcao Gama de Euler é usada para definir o operador de

integracao da Integral Fracionaria de Riemann-Liouville.

Definicao 3.1 : A funcao Gama, denotada por I' € definida por:

D(z) = e t" dt (1)

Existem ainda outras formulacoes para a funcao Gama que fo-
ram propostas por Gauss e Weiestrass, estas sao equivalentes a funcao

Gama proposta por Euler. Ver [6]
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Integral Fracionaria de Riemann-Liouville é definida a seguir con-

forme a referéncia |4].

Definicao 4.1 : Seja (a,b) (—o00 < a < b < 00) um intervalo
finito ou infinito de R. As integrais fraciondrias de Riemann-
Liouville a esquerda e a direita da funcdo f de ordem o, com

a > 0 sao dadas, respectivamente, por

I8f(8) = po i@ =17 () @ > a )
I f(z) = F(la)/g% 22 f(r)dr, @<, (3)

onde T'(-) € a funcio Gama e f € L*([a,b],R).

Na literatura podemos encontrar varios resultados e relacoes da
Integral Fracionaria de Riemann-Liouville, alguns sao destacados a se-

oulr.

Proposicao 4.1 : A Integral Fraciondaria de Riemann-Liouuville é

um operador linear.

Demonstracao: Sejam f e g fungoes continuas e k£ uma constante

real. Entao,
Bkf +0) = o @ = Tk ) (9
| R — x a—
= o) @ =TT kAT + [ = 1) ) (r)dr
koo a— z a—
= o) o @ =7 AT + i =) (g)(r)dr

= klgy f(@) + 155 g().

Proposicao 4.2 : A Integral Fraciondria de Riemann-Liouville

satifaz a propriedade de semigrupo: se a, v > 0 entao

I (I f(x)) = 177 f(2). (5)

Demonstracao: Ora, pela definicao temos

| |

@ = e —me S T — T (O de| dr
1) = gy =1 gy = 0
= i SR = = o7 e

Considerando que € e ¢ sao valores fixos e fazendo a mudanca de

variavel t = € + s(t — ¢€), temos que

Rt =) r =) dr = (t =" (1= 5)* 71 ds,

Entao, obtemos

1
F(a)T'(y)

Note que surge a funcao Beta de Euler, dada por

it — e fe)de (1 — 5)* 17 ds.

Bla,y) = [ 71— 6Lt

Disto e utilizando a relacao

) =y ©
chegamos na igualdade
(0 F0) = i s = 9™ (e
1 try—
~ ra o e = o e

Assim, concluimos que
I*(I7 f(x)) = 177 f ()

Proposicao 4.3 : Regra da integracao fracionaria de monomio.
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Demonstragao: Seja f,(t) = t#, com p > —1 et > 0. Temos

que

(1) = oy (=7 Syl
| .
= @/5(15 — g

Fazendo a mudanca de variavel u = 7, obtemos

1

I19fu(t) = @/01 t N1 — w) O e utdu
L toz—hu 1 1 a—1 P
- T B

Note que novamente aparece a funcao Beta e através da relacao

(6) temos

Instigados pelo crescente interesse de pesquisadores na area do
calculo fracionario, este trabalho estudou e destacou alguns resultados
referentes a IFRL com o objetivo de despertar o interesse de estudantes

para essa area e introduzir conceitos e técnicas.
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