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1 Introducao

A fim de inferir algumas informacoes sobre a propagacao de doencas modeladas pelo S.I.R., este trabalho utiliza
da Teoria de Atratores. Essa area do estudo de sistemas dinamicos prova-se util quando queremos descobrir,
por exemplo, se eventualmente a doenca ird se erradicar ou n3o, ou mais especificamente, sob quais parametros
determinada situacao ocorre. Dessa forma, a pesquisa consiste no estudo abstrato de semigrupos, w-limites e
atratores e como aplicar esses conceitos na avaliacao da dinamica do sistema de EDQO’s nao-lineares que descre-
vem as taxas de variacdo das populacBes S (suscetiveis a doenca), | (infectados pela doenca) e R(recuperados
da doenca). Esse trabalho é fruto de uma iniciacdo cientifica supervisionada pelo Prof. Alexandre N. Oliveira
Sousa do Depto. de Matematica da UFSC, dentro de uma das atividades realizadas pelo PET Matematica UFSC
(bolsa FNDE).

2 Semigrupos, w-limites e Atratores

Uma familia {T'(¢)|t > 0} (que denotaremos por T'(-)) de aplicacdes continuas do espaco métrico X nele mesmo

é chamado de semigrupo em X, quando ele possuir as seguintes propriedades:
= T'(0) = Id, sendo Id a aplicacdo identidade de X;

= T(t+s)=T(t)T'(s), Vt,s > 0;
= A aplicacdo [0,00[x X > (t,x) — T'(t)xr € X é uma aplicagcdo continua.

Utilizaremos a nocao de semigrupos para tratarmos das solucoes do nosso modelo biolégico. Para descrever
a dinamica dele, porém, vamos precisar definir mais alguns conceitos, para uma introducao recomendamos

(ARAGAO-COSTA, 2012).

Nos interessa saber quando um conjunto é atraido por outro, pois serad essa a funcao de um atrator, assim defi-
nimos a semidistancia de Hausdorff entre A e B (subconjuntos de X)) por: dist(A, B) := sup,e 4 d(a, B).
Logo, dizemos que A atrai B sob a acdo de T'(-) quando limy_, dist(T(t)B, A) = 0. Uma ferramenta impor-
tante para estudar o comportamento assintotico do semigrupo € um conjunto limite, assim definimos w-limite
de B (subconjunto de X') como

wB) =) JT(s)B

t>0 \s>t

Por fim definimos o atrator global de 7'(-) como um subconjunto A de X que é compacto, invariante (para
todo t > 0, T'(t)A = A) e atrai todo subconjunto limitado de X pela acdo de T'(-).

Observacido: Nos Exemplos a seguir, as EDO’s s3o da forma 2’ = Ax em que A é matriz. Nesses casos, o
semigrupo associado é conhecido como a matriz exponencial de A (eAt) que na verdade é um grupo. Porém
para outros casos, apenas as propriedades de semigrupo valem, como por exemplo, na equacao do calor.

3 Exemplos

:z:’(8_01>:1: (1)

Vamos encontrar a solucao dessa EDO. Calculando os autovalores e autovetores da matriz que define a EDO 1,

Considere a seguinte EDO:

obetmos a seguinte solucdo (para cada condicio inicial (¢, ¢c9)): z(t) = cieV? () + coe I (V) = (06115)

2€
Podemos entdo ilustrar o retrato de fase dessa EDO
N | | como na Figura 1. A imagem nos indica que o to-

das as solucoes sao atraidas pelo eixo horizontal, sendo
ele um bom candidato para ser o atrator global do
sistema. Isso de fato ocorre e provaremos a se-
guir.

O conjunto T'(+) = {((1) egt) ’t > O} é 0 semigrupo associado
a EDO 1. De fato:
 700) = (}9) = 14

= Vt, s €[0,00[, T(t+s) = ((1)68+5>) = (3.2 (5 %)=
=T(t)T(s);

= A aplicaco [0, 00[xR 3 (¢, ) — T(t)z € R? é conti-
nua, pois é multiplicacao matricial de entradas continuas.

Figura 1: Retrato de fase da EDO 1
Note que para todo () € R?, w((#})) = M=o (Uszt (§e2) (%)) = (V>0 (Us>t (:cfelf)) = ()

Assim, é facil ver que {({) | # € R}é um invariante que atrai todos os limitados do R?, porém, ndo é compacto.
Dessa forma, essa EDO é um exemplo em que n3o podemos encontrar um atrator, apenas um atraente ilimitado.

Como um udltimo exemplo, considere a seguinte EDO:

7 = (‘01 _02) L. (2)

Analogamente ao mostrado anteriormente, as solucdes para a EDO 2 s3o (para cada condicdo inicial (cq, ¢2)):
—1.t —2.t cre”’
oft) = 16 (3) + a2 (9) = (S5

Coe
O semigrupo associado é T'(-) = {(e(;t 60%) | t > 0} (isso
pode ser verificado por argumentos analogos aos dados no

exemplo anterior).
Para cada (71) € R?,

—t
W((%%)) — ﬁtZO UsZt (60 69215

—t
= V>0 | Us>t (52166215)
= (1)
0

Assim, é facil ver que {(8)} é um compacto, invariante e atrai

v

todos os limitados do R2.

S A= {(8)} é o atrator da EDO 2.

Figura 2: Retrato de fase da EDO 2
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Chamaremos de S.I.R. o sistema de EDQ's abaixo:

S'(t)=q— ngf])(]tgt) —aS(t) + bl(t) (3a)
) I'(t) = ngff)é(t) —(a+b+c)(t) (3b)
(RI(t) = cI(t) — aR(t) (3¢)

Aqui, S(t), I(t) e R(t) representam respectivamente a populacdo de suscetiveis, infectados e recuperados
com relacdo a uma determinada doenca no instante de tempo t (e N(t) = S(t)+1(t)+ R(t) é a populagdo total
no instante t). a, b e y representam, respectivamente, as taxas de mortalidade, de recuperacdo sem imunidade
e de infeccao. Ja % é o tempo médio que um individuo fica infectado e ¢ sao os nascimentos de novos individuos.

Esse sistema pode também ser entendido pelo seguinte fluxograma:
Com o ferramental apresentado anteriormente, pode-
mos agora tirar algumas conclusdes sobre o S.I.R. sem
J/q mesmo resolve-lo analiticamente. Podemos provar que
v para cada condicdo inicial em X = {(xq,19,73) €
S I — R RS | x1,w9,23 > 0}, existe uma solucdo ma-
ximal (ver (VIANA; ESPINAR, 2011)) para o Sis-
la la la tema 3 que continua em X. Além disso, possui

um semigrupo associado bem definido (ver (MORENO,
2021)).

Figura 3: Fluxograma do S.I.R. . .
8 & Perceba agora que, ao somarmos todas as equacoes do Sistema

3, obtemos a seguinte EDO: N'(t) = ¢ — alN. Resolvendo-a

por fator integrante, obtemos N(t) = 1+ (N(0) — £)e~% (como o sistema é autdnomo, podemos consi-
Y t— :
derar a condicdo inicial como no tempo t; = 0). Note que N(t) LmaiN 2, 0 que nos diz que eventual-

mente, a populacao total fica limitada, ou seja, as solucoes parecem serem atraidas pelo seguinte conjunto:
B = {3: = (z1,x9,73) € R3 lreXex)+ax9+2a3= %}. Isso de fato vai acontecer.

Temos entdo que B é um compacto, que atrai todas as solucoes do Sistema 3 em X e é invariante. Portanto,
A = w(B) (ver (ARAGAO-COSTA, 2012)). Utilizaremos a caracterizacdo de que um atrator é dado pela uniao
de todas as solucdes globais limitadas para entendermos o que ocorre com as populacdes em questdo (.S,

I e R) quando t tende ao infinito.
Separemos em casos (ver (CRUZ; OLIVEIRA-SOUSA, 2024)):

= Caso v < a + b+ c: Podemos provar que ambas as populacoes de infectados e recuperados tendem a 0, ou
seja, a populacao de suscetiveis converge para a populacao total. Dessa forma ¢ facil perceber que
as solucoes sao atraidas pelo ponto (%, 0, O);

= Caso v > a + b+ c: Nesse caso, é possivel provar que que a populacao de infectados, ao contrario do
caso anterior, sempre permanece positiva, ou seja, nunca se anula.

Como o atrator esta contido em B, onde IV é constante, podemos reduzir o Sistema 3 para apenas as Equacoes
3a e 3b, umavezque R=N —1— 5. Nos perguntamos agora: se as solucoes sao atraidas pelo plano, existem
pontos nele para os quais elas tendem em especifico? Para responder tal pergunta, primeiramente, note que os
pontos de equilibrio (pontos de X tais que as derivadas de S, I e R, aplicadas nesses pontos, sdo nulas) do

Sistema 3 s3o os seguintes: Fjj = {(%, 0, O)} e B = {(qm;rfﬁc), q<77_(glg)_c>, CQ(Z;(Z;ZC))_C)) }

Pelo visto anteriormente, caso v < a + b + ¢, as soluces convergem para E[y e entdo, nesse caso, A = E.
Portanto a doenca eventualmente termina. Isso faz sentido quando analisamos essa condicao, pois ela nos
informa que a taxa de infeccao é menor ou igual a soma das taxas de mortalidade, reinfeccao e o inverso do
tempo médio em que um individuo fica doente.

No caso em que v > a + b + ¢, como estamos agora em
R um sistema planar, podemos aplicar o Teorema de Poincaré-
Bendixson e o Critério de Dulac (ver (DOERING; LOPES,
2014)).  Ambos, aliados a teoria de hiperbolicidade (ver
(CRUZ; OLIVEIRA-SOUSA, 2024)), nos afirmam que exis-

, \\ tem apenas trés solucdes globais: FEjy, Ej e &(t) (solucdo

/ EQ\ global (nica que parte de E{; e chega em FEj). Portanto

/’ ] \ A = {Ey, Ei, £} (como mostra a Figura 4). A informa-

/ - 7 cao biolégica que tiramos disso é que a doenca nunca

R, q se erradica (a n3o ser que estejamos considerando o caso
— Qa

em que a condicao inicial tem populacao nula de infecta-

‘ | dos).
4 )

Figura 4: llustracao do caso em que
vy>a+b+c
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