Bienal de
Matematica

2024

Universidade Federal de Sao Carlos - UFSCar

29 de julho a 02 de agosto de 2024

Fxisténcia e unicidade de solucao para equacoes diferenciais com memoria dependendo do estado via Teorema da Contracao

Viana, Edmara da Silva |, Hernandez, Eduardo [

Resumo: A teoria de equacoes diferenciais com memoria dependendo do estado ocupa hoje um lugar de destaque na teoria geral de equacoes diferenciais com memdoria, com resultados independentes, altamente nao triviais e

problemas em aberto. Em termos gerais, uma equagao com memdria dependendo do estado € uma equagao diferencial que apresenta termos de memdria que podem ser descritos, por exemplo, na forma u(o(t,u(t))). Esta

simples caracteristica, estabelece uma diferenca fundamental com os outros modelos e as outras teorias sobre equacoes diferencias com memoria.
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A teoria de equagoes com memoria dependendo do estado teve inicio numa palestra de Rodney Dri-
ver sobre uma equacao diferencial funcional do tipo neutra deduzida a partir do estudo de um problema de
eletrodinamica, no Congresso “International Symposium on Nonlinear Differential Equations and Nonlinear

Mechanics”, em 1963. O problema apresentado por Driver, pode ser representado na forma
v'(t) = f(t, x(g(t, 2(t))), 2" (h(t, x(t)))),t € [0, 4],
z(0) = ¢(0),0 € [—p,0)

onde f € C([0,a] x R" x R™";R"™), g,h € C([0,a] x R™;[—p,a]) e ¢ € C([—p,al;R™). No problema ([I]) os

termos g(t, x(t)) e h(t,z(t)) sdo os termos que dao sentido ao conceito de memoria dependendo do estado.

(1)

O objetivo do trabalho foi o estudo e simplificacao dos resultados presentes em |2], além de propor o uso do
Teorema da Contragao para se obter uma tnica solu¢ao do problema (2)). Em [2] é estudada uma classe de

equacoes neutras explicitas com memoria dependendo do estado que podem ser representadas na forma

t
() = Au(t)+F(t,u(t), /O K(t,T)u’((;(T,u(T)))dT), teo,al,
U = p € C([—p,0]; X), (2)

[—p,O]

onde temos que X é um espaco de Banach, A : X — X é um operador linear limitado e gerador de um Cj-

semigrupo compacto de operadores lineares limitados (eAt)tZO em X, {K(t,s):t,s € |0,a]} ¢ uma familia

de operadores lineares limitados de X em X, F' € C(|0,a] x X x X;X) e o € Cp;,((0,a] x X); [~p, al).

_ eReuudosobtids |

Usando o Teorema do Ponto fixo de Schauder, em |2] ¢ estudada a existéncia de solugoes para o problema

(2). Além disso, também é estudada a unicidade de solugoes. Especificamente, em [2| é provado o seguinte

resultado.

Teorema 3.1 Assuma que as condigoes Ly 5 ¢ Lo sao salisfeitas, que o(0,0(0)) < 0 e que ¢ €
Cl([—p,0]; X). Entio existe uma solugio u € C([—p,b): X) de (9) em [—p,b] para algum b € (0, a).

Onde as condigoes Lo e L 5 sao:
Condigao 1 L4 a € (0,1], K : {(t,s) : t,s € [0,a]} — L(X) é uma funcao tal que K(t,-) €
1
L0=2([0,t], L(X)) para todo t € [0,a] e
i 1\ (=)
0(0.0) = sup / | K(s,) |75 dr)' " < o0, Vb e [0,a] (3)
s€l0,0] ~ /0
Condigao 2 Ly ;- ' € LY ([0, a]x X xX; X) para algum g > 1 e vamos ter que o € Cp, ([0, a] x X |—p, al)
e o(t,z) <t para todo (t,z) € [0,a] x X.

Notagao 1 Sejam u,v € C([—p,b]; X) com 0 < b < a. Assuma que (o (-, u(+))) pertence a C([0,b]; X) e
que ¢’ € C([—p,0]; X). Usaremos os simbolos v7, (u')? e F7u para as fungoes v7, (u')7 e F7u : [0,b] — X
dadas por v7(t) = v(o(t, v(t)

)
t
(u’);u(t):/() K(t,s)u (o(s,u(s)))ds ¢ Fau(t):F(t,u(t),(u’)?{’u(t)).

o
Ku

o

em lugar (u')7 .

Se o(t,u(t)) < 0 para todo t € [0,b] e U _ g = % USAICMOS a notagao (¢
Observamos que neste caso (¢')7 (t) = fg K(t,s)¢ (o(s,u(s)))ds, para todo t € [0, b]

Estudando e simplificando o Teorema 3.1 foi proposto outra maneira de encontrar uma tnica solucao

para o problema (2)) utilizando o Teorema da Contragao e considerando que o operador A é limitado, a seguir

enunciamos o resultado obtido e sua demonstracao.

Teorema 3.2 Suponha que as condicoes Lpy e Lo sao satisfeitas, que o(0,p(0)) < 0 e que =
CrLip([=p,0]; X). Entao existe uma tinica solugio u € CY([—p, b]; X) do problema (@) para algum 0 < b < a.

Demonstragao: Usando que o(-) é uma funcao continua e que o(0,(0)) < 0, fixamos r; > 0 e
0 < b <atal que | o(s,z) — a(0,0(0)) |< |0(0’§)<0>>| para todo s € [0,b1] e @ € By (¢(0),X). Seja
p=r1+(1+06(0,a)a) [| ¢ |[c1/=p0.x), onde ©(0, a) ¢ definido em Condigao .

Vamos supor que “b” ¢é tal que

Co I [F .y Nzrop) Kr(p) A+ [¢7],,[0],,000,0)6%) | w — v logo g.x)< 1
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Seja S(b) = {u € C([=p,bl; X) :|| u(-) = ©(0) [lcom0< 71, Ui ¢} munido com a métrica

d(u,v) =|| u—v ||y € T2 S() = C([=p,b]; X) o operador definido por I'u(f) = ¢(f) para —p < 6 <0
’ t

ru(t) = Ap(0) + [ AIF (s u(s) (), (5))ds, parat € 0.1 )
onde (¢")7 (s)) ¢ a fungao definida em Notagao .

Procedendo como na prova do Teorema 3.1, vemos que I'(S(b)) C S(b). Para provar que I'(-) é uma

contragao, para u,v € S(b) e t € 0,b], note que

| Tu(t) - Tolt) |
t A(t—s) N N
< /O A3 (P(s u(s), ()7 (5)) — F(s,0(s), ()7 (s))ds |

t
< ol [ 11 Fls.ute). ()7, (5)) = Fls,(s). ()7, 6)) | d
{
< Co [ 1F) () 0= e
0 t S
e /O Fl(s./Kr (o) /O | K(s,7) Il (o (7, u(r))) — @(o(r,o(r))) || dr)ds
t
< Co [ 1P rl) 0= e
. t S
‘|‘CO’CF<:0>/O [F](s,s)([SOI]Lip[U]Lip | u—wv ”c([o,b];X) A | K(s,7) | dT)dS
t
< CO/O [F](S,S)KF<p> ” u—v ||C([O,b];X) ds

t
+CoKr(p) /O Pl s.5) ([ 310y 1110 = 0 Ml ©(0,0)0%) s

< Co [l Fl.y lnvop) Krle) | w—v {logux

+Co ()] [0 | 2 =0 Nl ooy ©0, 006 I TFT .y lLaop)
< (|| [F](7) ||L1(O ( )(1 + [Spl]Lip[O]Lz‘p@(Oab)ba) lu—w ”C([O,b];X)
< Co [l [Fi..y Iy ( 0],,9(0,0)0%)

DEY3
b) Kk >(1 + [SOI]Lz'p o Lip@ ,b)b™

p
p lw = v [ -

Y

[sto prova que I'(+) ¢ uma contracao em S(b) e que I'(+) possui um tdnico ponto fixo u € S(b). Como o
operador A ¢ limitado e F(-,u(-), (¢") i () ¢ continua, segue do anterior que u(-) é a tnica solugao de ()
em [—p,b). n

. scow

Nossos estudos permitiram entender e simplificar o Teorema 3.1] presente em [2|, além de propor outra

maneira de encontrar uma tnica solugao para o problema (2)), quando consideramos que A é um operador
limitado. Em particular, nota-se que em |2] os resultados sao provados assumindo que o operador A nao

necessariamente seja limitado.
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