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O espectro do Operador tipo Grushin sob a Estera Grushin

Gomes, Clenilton't Marrocos, Marcus’

Resumo:Estamos interessados em estudar o operador L = div, o Vg = —X{ X1 — X5 X9 definido em uma Estrutura-Quase-Riemanniana com certas propriedades especiais que irgo tornar tal operador

semelhante ao operador sub-Laplaciano G := 8% + x28§, (x,y) € R? conhecido como Laplaciano-Grushin. O Operador L é uma generalizacio de G. Definiremos o conceito de uma

estrutura-quase-riemanniana e consequentemente iremos munir a esfera S? com tal estrutura, cujo nome serd conhecido por Esfera Grushin. Estudaremos o espectro do operador L definido em

coordenadas esféricas que serd obtido via parametrizacio(carta) da esfera para o plano euclidiano.
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Definicao 1 Dizemos que o par de campos vetoriais (X,Y) €
X(M) € um gerador do colchete de Lie (ou satisfaz a condigcdo

de Hormander) se para todo p € M ocorre:

span{X(p),Y (p), [ X, Y](p), [X, (X, Y]|(p), ...} = TpM

Sejam X, Y campos vetoriais em uma variedade M. Se X e Y sao
linearmente independentes em toda a variedade riemanniana, entao
eles definem uma métrica riemanniana classica em M (a métrica
para o qual eles sejam ortonormal) e dao a M uma estrutura de
espaco métrico.

Se X,Y € X(M) sao linearmente dependentes em alguma parte de
M, entao as métricas correspondentes possuem singularidades, no
entanto, sob condicoes genéricas, a estrutura métrica continua bem
definida.

Sob hipéteses genéricas definiremos o conjunto Z como o con-
junto das singularidades locais dos pontos de M em que X, Y sao
paralelos. Este conjunto é uma subvariedade unidimensional de M
(possivelmente desconexo). Seja ®(q) = span de dois campos veto-
riais no ponto ¢ € M. Se dim®(q) = 1 a métrica riemanniana nao
é bem definida, ou seja, o conjunto Z é singular se dim®(q) = 1.
Uma estrutura-quase-riemanniana ¢ uma estrutura riemanniana se,

e somente se, Z = ().

Definicao 2 Uma 2D-variedade trivializdvel quase-riemanniana
¢ um par (M,{X1,Xa2}) onde dimM = 2 e X1, Xo C X(M)
¢ uma familia geradora do colche de Lie. Estruturas quase-

riemannianas trivializdveis sao sempre orientdveis.

Definicao 3 Sejam M, N wvariedades riemannianas. Um dife-

omorfismo [ : M — N € chamado uma isometria se:

(U, v),, = (dfp(uw), dfp(v)>f(p) Vpe M u,v € T)M.

Definicao 4 Sejam M uma variedade riemanniana e X €
X(M). Considere p € M e sejam U C M uma vizinhanga
depep: (—€€)xU — M uma aplicagdo diferencidvel tais
que para todo q € U a curvat — ©(t,q) € a trajetoria de X pas-
sando porqg emt = 0. O campo vetorial X é denominado campo
de Killing(ou isometria infinitesimal) se, para todo ty € (—e€, €)

a aplicagdo p(tg) : U C M — M € uma isometria.

Considere M = S?. Definimos o fluzo de um campo vetorial X
como a aplicacdo ¢ : p € M —— ¢(p) t € R satisfazendo

Wi(p) = X(r(p)) . do(p) = p ,%%tzo(p) — X(p) ,Vpe M.

Dado t € R, defina a aplicacio ¢ : S° — S tal que ¢¢(p) =
(z1, xocost — xasent, zosent + xscost) p = (x1,x0,23) € S2.
Temos entdo que ¢¢(p) é a rotagdo no sentido anti-horario do an-

ogulo t de p € S? em torno do eixo x1. Como ¢ € linear com

respeito a p, temos que para todo u = (ug,u9,us) TpS2 vale
dor(u) = (uq, ugcost — ugsent, ugsent + uscost). Considere entao
o produto interno candnico de R3, logo teremos:

(do(u), ddp(v)) = (u,v) = dop - S° — S? é uma isometria e

vale

d

— %tzo¢t(p> — _33385172 + 33283337 P = <$17 L2, 333) S SQ

Xi(p)

definem campos vetoriais Killing em S? que geram as rotacoes no
sentido anti-horario através do eixo xj. Analogamente construi-
mos campos vetoriais de Killing X9 e X3 que também irao gerar
as rotagoes no mesmo sentido de X7, mas sobre os eixos 9 e x3
respectivamente Xo = —x30;, + £10z,, X3 = —220;, + £10z,.

Esses campos vetoriais de Killing tem a propriedade de gerarem o
espaco tangente 7T, p82 em cada p € S°. Note que {X7, X5} sdo li-
nearmente independentes fora do equador € := (x3 = 0). Portanto
(X1, Xo] = X3, entao { X1, Xo} é um gerador para o colchete de Lie
e portanto determina uma 2D-Estrutura-quase-riemanniana em S2,

Chamaremos esta estrutura de Esfera Grushin.

Iy
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Observacao 1 A Esfera Grushin: Os campos vetoriais X e
Y sao os geradores dessa estrutura em coordenas latitude-
longitude (x,y). O conjunto de degenerescéncia coincide com
o equador €. O circulo vermelho no equador significa que o

campo vetorial Y € singular nesse local.
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Seja 1 a forma volume riemanniana padrao em S? induzido

pela medida lebesgue euclidiana. Estamos interessados em estudar

o espectro do operador definido por
L= div, o Vp=—X{X1 — X5Xo, VX1, X5 € X(S?)

onde V p é o gradiente sub-riemanniano definido por V p(¢) =
(X10) X1 + (X20) X para alguma ¢ € C°°(S?), enquanto o diver-
gente com respeito a p satistaz a seguinte propriedade:

Dado um campo vetorial W € span{Xj, Xo} digamos W =
aXi + BXs, o, € C®(S?) entdo div,, ¢ a Unica aplicacdo em

C™(S?) que ir4 satisfazer
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[s2 div, (W)pd,, = — [g2 dp(W)d,,, Vo € C(S?)

onde dp(W) é a diferencial de ¢ na direcao de W. Além disso,
XT = =X1 — divy(X1) e X5 = —X9 — div,(X9) sdo as formas
adjuntas dos campos vetoriais X7 e X9 respectivamente.

O operador acima ¢ uma generalizagao do operador Grushin defi-
nido no plano euclidiano R? conhecido por G := 8%+x28§, (z,y) €
R,

Nosso objtivo agora ¢ mostrar que £ e G possuem compor-
tamentos idénticos quando definirmos £ via coordenadas esféricas.

Neste caso, o operador tomara a seguinte forma:

| T T
Ag = s x&’x(cos r0y) + taanﬁz, (x,y) € (—5, 5) x |0, 27]
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O operador G pode ser considerado como um "modelo local'do

operador Ag em cada ponto do equador, ou seja, Ag se comporta
como o operador G numa vizinhanca do conjunto de degeneresén-
cia. Como consequéncia disso, estudar as propriedades espectrais
de Ag ¢ semelhante a estudar as propriedades espectrais de G.

Com isso temos o principal resultado a ser enunciado:

Proposicao 4.1 Seja {Ul,n} uma familia de esféricos harmo-

leN
nicos definido por
20+ 1(l — n)!
() = | Elsena)

onde P/ sdo as funcoes de Legendre de primeiro tipo associada.

Entao o espectro de Ag € dado por:
_Agvn,l - )‘n,lvn,l

tal que A, =11+ 1) —n?, Vin| <leN
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