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Sobre os Completamentos de Q:

Os Niumeros p-adicos e o Teorema de Ostrowski

Kaneko, Carolinal], Lelis, Jean?.

Resumo:Este trabalho apresenta o Teorema de Ostrowsk:, que caracteriza, a menos de isomorfismo, todos os completamentos de Q. Para isso, apresentamos as definicoes de norma, sequéncias de Cauchy, e

introduzimos o conjunto dos numeros reais como um exemplo de completamento dos racionais. Em sequida, sao introduzidas as definicoes de valoracao p-ddica e do valor absoluto p-ddico. Apresentamos a

construcao do Corpo dos Numeros p-adicos como outro completamento de Q. Seque entao o Teorema principal, que caracteriza todas as normas possiveis nos racionais como equivalentes ou ao valor absoluto

p-adico ou ao valor absoluto usual. Concluimos entao que todos os completamentos do corpo dos racionais resultam ou em R ou em Qp, para algum primo p.

Palavras-chave:Teorema de Ostrowsk:, Numeros p-ddicos, Completamentos dos Racionais.
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Ao estudar a distancia entre niimeros racionais dada pelo valor
absoluto usual, percebemos haver “lacunas” entre esses numeros, ou
seja, os racionais nao sao completos. Um dos modos de contornar esse
problema é construir o Corpo dos Numeros Reais R, que é o com-
pletamento de Q com respeito ao valor absoluto usual. No entanto,
existem outras maneiras de mensurar distancias entre racionais. Um
exemplo é o valor absoluto p-addico, que permite construir, para cada
primo p, o Corpo dos Numeros p-dadicos Qp, 0 qual ¢ o completa-
mento de Q a partir do valor absoluto p-adico. Tais corpos sao de
extrema importancia, em especial na Teoria dos Ntumeros. Neste tra-
balho, além de entender melhor sobre o que sao os completamentos de

Q, apresentaremos o resultado que permite caracteriza-los:

Teorema 2.1 (Teorema de Ostrowski) Toda norma nao tri-
vial em Q € equivalente ou ao valor absoluto usual, ou ao valor

absoluto p-ddico.
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Definig¢ao 3.1 Uma funcao ||-|| : Q — [0, +00) € dita uma norma

sobre Q se satisfaz as sequintes condicoes:
1.]lz]| =0 <= z=0;

2 \lzyll = ll=llllyll, para todo z,y € Q;

Sz +yl| < ||zl + [ly||, para todo z,y € Q (desiqualdade trian-

qular).
A partir de uma norma ||| - ||, definimos a distancia entre dois
racionais x,y como sendo d(z,y) = ||lr — y||. Entao, a cada nova

norma, temos uma nova distancia.

Lembremos que uma sequéncia de racionais {ry },>0 é de Cau-
chy, se e somente se, para todo € > 0, existe um inteiro positivo N tal
(ue para quaisquer inteiros n,m > N implica que ||rp, — rpl|| < €
Dizemos que Q é completo com respeito a uma norma || - ||, se toda
sequéncia de Cauchy de (Q, || - ||) possui limite em Q. Caso (Q, || - ||)
nao seja completo, sabemos que é sempre possivel construir seu com-
pletamento, ou seja, um corpo K tal que Q C K, onde (K, || -|) é
completo. Segue entao a construcao do valor absoluto p-adico:

Fixado um ntmero primo p, definimos a valoracao p-adica em
Q— {0} como a funcao vy, : Q — {0} — R; tal que para todo nﬁmezo
)

racional r € Q com r # 0, vy(r) € o nico inteiro tal que r = pUelr

onde p 1 ab. Usando a valoracao p-adica, definimos o valor absoluto
p-adico de x € Q*, dado por

‘7’|p — p—?]p(’l”>7

e para estender a definicao para todo racional, consideramos que
0], = 0. De fato, o valor absoluto p-adico como definido ¢ uma
Nnorma.

Os racionais nao sao completos com respeito a |- |. Desse modo,
ao realizar o completamento, obtemos Qp, que possui propriedades di-
ferentes de R. O valor absoluto p-adico é uma norma nao Arquime-

diana, pois possui a propriedade da desigualdade triangular forte

[z + ylp < max{|z|p, |y|p}

para todo x,y € Qp. Lembramos que o corpo dos niimeros reais R ¢

Arquimediano, ou seja, existe n € N tal que |n| > 1.

Além disso, € possivel escrever qualquer a € Q) como uma série

de poténcia em p, o que chamaremos de expansao p-ddica de o

_ —N 2 < L
= a_ND +...+tayt+apt+agp”+...= ZNCsz,
1=—

Para todo elemento de @y, esta expansao existe e ¢ tnica. Um dos
Corpos p-adicos bastante estudado é o Qo, e vale notar que a expan-
sao 2-adica de um numero racional coincide com a expansao binaria.
Como exemplo, o nimero 23 é escrito como 10111 em binario, e sua
expansao 2-4dica é 1-2V + 1.2t + 1.2 4 0.23 4+ 1. 2%

IEQQ

FIGURE 1: Arvore de Bruhat-Tits representando Q
Na figura, geodésicas representam ntumeros 2-adicos. Note que o ponto

no infinito e o centro sao arbitrarios, pois a arvore ¢ homogénea.
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4.0.1 Resultados preliminares

(1) Duas normas | - |1 e | - |o em Q sdo equivalentes se, e somente se,
existe a € R tal que |z|] = |z|5;

(2) Se || - || € ndo Arquimediana e nao trivial, entao existe um inteiro
positivo n tal que ||n|| < 1;

(3) Se ||-|| € Arquimediana e nao trivial, entao existe um inteiro positivo

n tal que ||n|| > 1;

4.0.2 Caso nao Arquimediano

Considere uma norma || - || ndo Arquimediana e nao trivial. Seja p o
menor nimero que satisfaz (2). Este p é primo, de fato, suponha que
p é composto, portando, produto de inteiros positivos a e b menores

que p. Assim,
1> [pll = [lab]| = [lal] - [|b]| = 1;

Contudo, isto gera um absurdo: 1 > 1; ou seja p s6 pode ser primo.

Seja ¢ # p um numero primo. Suponha, por absurdo, que
|g|| < 1. Dai, para «, 8 grandes o suficiente, temos que |[p%|| < %, e
HQBH < % Deste modo,

1 1
1= [[op® + || < llapl| +1lya”l| <[]l + Iyl < 1

Isto é um absurdo, pois conclui-se que 1 < 1. Entao, para todo ¢

primo diferente de p, ||q|| = 1.
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Considere um numero m inteiro, nao divisivel por p. Entao,
m = pa + b, sendo a, b inteiros e b < p. Por construcao, |[b|| = 1;
e |lpal| < 1, pois ||p|| < 1 e ||a|]| < 1. Pela desigualdade triangular
forte, |[pa + b|| < maz{|[pall, |b[|}. Dai, |[m|| = 1.

Entao, iremos escrever um m inteiro qualquer como m = pvp(m) :

m/, tal que p ¥ m’/. Desse modo,

[ml] = [|p" ™| - ||| = [|p™)|| = ¢ lm),

com ¢ = ||p||~! > 1. De fato, existe « € R, tal que ¢ = p®. Assim,

¢~ Ulm) = (p®)~Uelm) = m|S.

Entao, ||m|| = |m|};, e por (1), concluimos que || - || ¢ equivalente a

| - |5, para algum primo p.

4.0.3 Caso Arquimediano

Em paralelo, tomemos || - || Arquimediana e nao trivial. Chamemos
o menor n que satisfaz (3) de ng, e ||ng|| = n{, com «a real positivo.

Assim, é possivel escrever n como uma expansao de ng:

S .
|| = ||£Oamzo|\;com 0 < a; < nyg.

Pela desigualdade triangular,

S : S ; S :
| X amgll < X |lanel| = X |a;]|ng".
i=0 =0 =0

Como a; < ng, sabemos que ||a;|| < 1. Além disso, nf® < n®, pois

ng < n. Dal,
S i S s 1 © o 1
> laiin, < ¥~ n <X ng ||
’I,:O H ZH 0] — ’I,:O o na(s_z) — Z:O 0] noﬂ,
0
Chamemos zi>0$ = (', sendo C uma constante. Entao, te-
— 0

mos ||n|| < n®C. Realizando a mesma construcdo para n', teremos
InV]| < n®NC. Quando N — oo, para n fixo, ||n|| < n®. Observe

que n(S)H > n > n,. Ademais, pela construgao feita,

nSHU < )]+ |0t —nl| = [In|| = alTD— () —p)e,

Comon >n enstt >n

(s+1)

sendo C" uma constante. Entao, temos ||n|| > n®C’. Repetindo o de-
senvolvimento para n'Y, obtemos |[n?|| > n®VC’. Quando N — oo,
para n fixo, ||n|| > n®.

Para que ambas as desigualdades obtidas sejam verdadeiras,

resta que ||n|| = n®, logo, || - || = |- |¢, como queriamos concluir.
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