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Solucao de EDP via teorema do passo da montanha
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Resumo:No século XIX, o Problema de Dirichlet foi abordado pelo Principio de Dirichlet, mas suas falhas foram identificadas por Weierstrass. A teoria dos espacos de Sobolev e o método de minimizacao

solucionaram essas falhas, levando ao desenvolvimento de ferramentas como o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz [2].
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No século XIX, foi apresentado o Principio de Dirichlet, que in-
troduziu um funcional de energia para solucionar o problema associado.
Por volta de 1870, matematicos como Weierstrass identificaram falhas
nesse principio, atribuidas a falta de rigor matematico da época. A
solucao veio com a teoria dos espacos de Sobolev e o método de mi-
nimizacao, introduzido por Hilbert. A partir disso, varias ferramentas
poderosas foram desenvolvidas para abordar problemas em Equacgoes
Diferenciais Parciais (EDP’s), incluindo o Teorema do Passo da Monta-
nha de Ambrosetti-Rabinowitz. Este trabalho explora alguns resultados
importantes no estudo de EDP’s, que surgiram apoés os questionamentos

de Weierstrass sobre o Principio de Dirichlet.

| »Routadosobtids |

O Teorema do Passo da Montanha é um resultado fundamental do

calculo variacional, o qual fornece condicoes sob as quais um funcional
possui ponto critico do tipo “minimax”. Introduzido por Ambrosetti e
Rabinowitz no final da década de 1970, o teorema ¢é particularmente
util no estudo de equacgoes diferenciais parciais elipticas nao lineares e
problemas variacionais.

Basicamente, dado um funcional ¢ € C'(Q), a ideia por trds do
método “minimax” é encontrar um valor critico de ¢ como um valor
“minimax” ¢ € R de ¢ sobre uma classe adequada A de subconjuntos
de €2, isto é,

c= inf su

Para abordar esse assunto, € necessario definir alguns conceitos e

enunciar resultados auxiliares.

Definicao 3.1 Uma autofuncao associada ao autovalor A € R,

A =#£ 0, € uma solucdo nao nula do problema

—Au = Au, em ),
u=0  sobre 0f),

Definicao 3.2 Um campo pseudo-gradiente para ¢ € ok (2, R)
V. — ), onde
V ={ueQ|¢(u) #0}, satisfazendo as sequintes condicoes

¢ uma aplicacao localmente Lipschitiziana v

, (1)
’, (2)

para todo u € V.
Existem diversas versoes do Lema da Deformacao, sendo que em

todas, o funcional ¢ satisfaz alguma condicao de compacidade. Em par-
ticular, trataremos das versoes estabelecidas para o caso geral de um
espaco de Banach X qualquer. Vejamos uma versao para um funcional

sem condicao do tipo Palais-Smale.

Teorema 3.1 Seja v : X — R um funcional de classe C* em um

espaco de Banach X. Considere S C X, c€ R ec,0 > 0 tais que
de

ECIEE

para todo u € o ([c — 2¢,¢ + 2¢]) N So5, onde S, denota a a-
vizinhanca fechada de S definida por
So = {u € X | dist(u, ) < a}.
Entao, existe uma aplicacao continua n : [0,1] x X — X tal
que, para u € X et € |0,1]| tem-se

(1)n(0,u) =

(i) n(t,u) = u se u & o~ Y[c — 2¢, ¢+ 2¢]) N Sas,
(1ii) 1
(iv) (¢,

Observacao 3.1 Denotaremos por ©° o conjunto de todos os pon-

(0,
(
(LN S) C NSy,
(t,-):

X — X é um homeomorfismo.

tos de X mo nivel ¢, chamado de conjunto de subnivel c de @, dado

pO’I”
" ={ue X |pu) <c}.

Figura 2: Representacio dos conjuntos A, B, S, S5, Sss. Fonte: 2].

A partir desse teorema, é possivel obter uma versao do Lema da De-
formacao para tfuncionais satisfazendo a condicao de Palais-Smale, isto
é,

“qualquer sequéncia (up),>1 tal que (¢(up))y>1 € limitada e

©'(upn) — 0 quando n — oo, possui uma subsequéncia convergente.”

Utilizando o Lema da Deformacao, podemos demonstrar o acla-

mado Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti e Rabinowitz,

Teorema 3.2 Sejam X espaco de Banach e ¢ € C1(X,R) um
funcional satisfazendo a condicao de Palais-Smale. Se e € X e

0<r<|le|| sio tais que

a = max{p(0),¢(e)} < inf p(u) =",

lull=r

entao,

c= inf sup @(y(t)),
7€l tel0,1]

¢ um valor critico de @ com ¢ > b.
Demonstracao. Note que v(|0,1]) N 0B(0,r) # & para todo v € T,
pois ¥(0) =0, (1) =ee 0 < r < ||e||. Portanto,

ma t)) > b= inf = ¢ > b.
tdoﬁ]e@(v( ) = pind

Suponha que ¢ nao é valor critico de ¢. Pelo Teorema da Derfor-
magao, existe 0 < & < b Yene C([0,1] x X, X) tal que

en(t,u) =uscud o c—2e,c+ 2]),te0,1], (3)
o (1, 0TF) C 7 (4)

Pela definicao de ¢, podemos escolher v € I' tal que

tren[%ﬁ] p((t) < c+e. (5)

Defina 4(t) = n(1,~(t )) Por (3) e o fato que 2¢ < b — a, segue que
4 € I'. Mas, por (4) e (B)), temos

tren[%wi w(v(ﬂ) — m[%wi] p(n(1,7(1)) < c—e,

pois v € €. E isso é uma contradicdo, pois ¢ ¢ infimo.

Figura 3. Esquema do Teorema do Passo da Montanha. Fonte: 2].

Para que se possa compreender como utilizar o teorema acima, ve-
remos um exemplo em que ele pode ser aplicado. Mas antes, precisamos

da definicao de fungdo Carathéodory e a proposicao 2.1 de [2].

Definicao 3.3 Sejam €2 C R™ um dominio limitado e f : Q xR —

R. Dizemos que f é uma funcao Carathéodory se valem
1. f(-,s) € mensurdvel em §) para cada s € R fizado.

2. f(z,-) € continua em R para todo x € )

Proposicao 3.1 Sejam f : {2 Xx R — R uma funcao Carathéodory
satisfazendo a sequinte condicao: existem constantes c,d > 0 e
O§0<Z—Jjgsen23, tais que

[z, s)] < cfs]” +d.
Entao, fazendo F(x, s) fO x,T)dT, 0o funcional
o(u) = /Q E|Vu|2 — F(x,u)] dx, wu € H&(Q),
estd bem definido e, além disso, ¢ € C! (H&(Q),R) com
o (u) - h = /Q [Vu-Vh— f(z,u)h]dx =0 Yu,h e Hi(Q).

Consideremos agora o seguinte,
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Exemplo 3.1 Seja Q C R3 um dominio limitado com fronteira

suave. Considere o sequinte problema de Dirichlet nao linear,

—Au = u’ sobre S,
(6)

u=>0 em Of).

Entao, () possui uma solugafa classica nao trivial.

Como f(z,u) =u’ e 3 < n+% 5, o funcional

gp(u):/Q E|Vu\2—iu4] dx

estéd bem definido e é de classe C'! no espaco de Sobolev H&(Q), pela
proposicao anterior. Os pontos criticos de ¢ sao precisamente as solu-
goes fracas de (0)). Antes de continuar a demonstracio, necessitamos

do seguinte lema,

Lema 3.1 Com relacdo ao funcional o definido acima, € vdlido que
I.u=0 é um minimo local estrito de ©;
2. Dado 0 # v € H}(Q), existe py tal que (pov) < 0.

Assim, podemos provar que

Teorema 3.3 O problema (0)) possui uma solugdo cldssica nao tri-

vial.

Demonstracdao. Ja sabemos que o € C L (H&(Q), R), entao basta mos-
trar que ¢ satisfaz Palais-Smale. Seja (um)m>1 tal que |p(um)| < C,
C >0, e ¢ (upm) — 0 quando n — oo. Entao, existe ng € N tal que,
para todo n > ny, temos

/ V,|? — u dx
Q

Consequentemente,

|¢,(um)'um| =

< /Q||Vum|2—u4m|dX < " (wm) ||| < €m [Jtml] -
1, 1, |

p(um) — 17 (um)um < C — 17 (wm)um < C + 1em 2|

e entao,

1 9 1 9

T Jum||” < C + ZEm luml|l = Jum||” — em ||lum|| —4C < 0.

Podemos assumir que u;,;, — 4 em H&(Q), passando a uma subsequén-

cia se necessario. Como Vy(u) = u — Tu com T" compacto, obtemos

Portanto, uy;, — u em H&(Q) Agora, pelo Lema 3.1, podemos aplicar

o Teorema do Passo da Montanha 3.2, com e = pgv, para concluir que

existe ug com p(ug) = ¢ > b > 0 = ¢(0), onde escolhemos r > 0 tal

que b =nfyp ) e > 0=¢(0).
Logo, ug é uma solugdo fraca nao trivial de (6)). Para concluir,

basta observar que f(x,u) = u3 e O sdo suaves, e aplicar um argu-

mento de “bootstrap”.
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A abordagem sobre o Teorema do Passo da Montanha, tornou

nitido sua importancia tanto histérica quanto matematica para a area
de Equacoes Diferenciais Parciais. Além disso, foi possivel apreciar seu
poder para solucao de equacoes, bem como a belissima matematica en-
volvida em sua demonstracao, passando por outros resultados bastante

conhecidos, como o Lema da Deformacao.
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