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O problema de Cauchy: visualizacao geomeéetrica e aplicacoes
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Resumo: Este trabalho apresenta o Método das Curvas Caracteristicas, uma ferramenta para resolver Equagoes Diferenciais Parciais (EDP) de primeira ordem com condicoes iniciais (Problemas de Cauchy). O

método simplifica uma FEquacao Diferencial Parcial para uma Equagdo Diferencial Ordindria (EDO) ao longo de curvas que cruzam a condigdo inicial.
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O estudo das Equagbes Diferenciais Parciais (EDPs) é impor-
tante para compreender diversos fendmenos como transferéncia de ca-
lor, geofisica e elasticidade. Matematicos como Isaac Newton, Gott-
fried Leibniz e Joseph Fourier contribuiram significativamente, desde o
desenvolvimento do calculo até a analise de problemas como o compor-
tamento de ondas vibrantes e a propagacao do calor. Estudar EDPs ¢
crucial porque fornece ferramentas para resolver problemas reais, per-
mitindo prever, descrever e controlar sistemas fisicos complexos. Nesse
sentido, observamos a importancia dos métodos de resolucao para o
entendimento desses problemas. Neste trabalho, vamos apresentar um
método que aborda a resolucao de uma classe de EDPs chamada de
Problemas de Cauchy. Tal método ¢ denominado "Método das Cur-
vas Caracteristicas', que, conforme [1], consiste em encontrar curvas
ao longo das quais a EDP se reduz a uma equacao diferencial ordina-
ria, chamadas curvas caracteristicas. Integramos a equacao diferencial

ordinaria ao longo dessas curvas para obter a solucao.
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Neste trabalho, vamos abordar Equacoes Diferenciais Par-

ciais lineares de 12 ordem do tipo:

CL(QZ‘, y>u$ + b(:l?, y)“y — C(ZC, y)? (ZE, y) < Q? <1>

onde © C R? é um aberto e a, b, ¢ € C1(Q). Quando c(z,y) = 0, di-
zemos que a EDP é homogénea. Caso contrario, ela € nao homogénea.

Definicao 1 Uma fungio u = f(z,y) € solugio para (1) se:
i. f € C*(M);
1. | satisfaz a EDP dada.

Ja é conhecido da Teoria Equacoes Diferenciais Ordinarias os
chamados PVIs (Problemas de Valor Inicial) e é possivel generalizar o
conceito de condicoes tniciais impondo o valor da solucao e suas deri-
vadas normais ao longo de uma curva ou superticie inicial; o problema
correspondente é conhecido como Problema de Cauchy. Segue abaixo
um exemplo que modela uma equacao do transporte e € um Problema
de Cauchy onde vamos introduzir a ideia do método das caracteristicas.

Exemplo 1: Considere o seguinte Problema de Cauchy

2x

u(x,x) =e
Solugao: Reescrevendo a EDP (2)) observamos que

(2,3) - (ug, uy) =0,

ou seja, a derivada direcional de u na direcdo do vetor (2,3) é nula,
dal a funcao u é constante quando percorre a direcao do vetor (2, 3).
Todas as retas com essa direcao formam a familia das curvas caracte-
risticas planas da equacao (2)), conforme figura 1. Logo se conhecermos
o valor de u em qualquer ponto de alguma dessas retas, saberemos o
valor de u em todos os pontos da reta. Obtemos essa informacao por
meio dos pontos de intersecao entre as curvas caracteristicas e a curva

inicial y = x. Veja figura 1.

Curva inicial
y=x

121 Curvas caracteristicas planas
3z-2y=k

777
Figura 1: Curvas caracteristicas e curva inicial da equacao (2)
Fonte: Proprio autor

As retas caracteristicas podem ser descritas por: 3xr — 2y = k,
com k € R. Como em cada reta u assume valores constantes a solucao

para (2) sera caracterizada por

u(z,y) = f(3z — 2y).

Além disso, pela curva inicial y = = temos u(z,z) = f(3z — 2z) =

f(x), sendo assim pela condi¢ao inicial temos que
u(z,y) = f(3z — 2y) = .

Motivados pelo exemplo acima, segue a definicao de curvas caracteris-
ticas para a equagao de transporte para cada ponto (zq,tg) € R x R.

Definicao 2: (Curvas Caracteristicas): As retas
z(t) = c(t — tg) + g

sao chamadas as retas caracteristicas da equacao de transporte
ut + cuy = 0.
Definicdo 3: Seja Q C R? um aberto. As curvas caracteristicas

da EDP de primeira ordem linear homogénea
a(z,y)ug + bz, y)uy =0,

com coeficientes varidveis a,b € CYQ), sio as curvas C(t) =
(x(t),y(t)), solucoes do sistema de equagoes diferenciais ordind-

r1a.S

(3)

v'(t) = a(z(t), y(1))
y'(t) = b(x(t), y(t))

Proposicao: Considere a equacao de primeira ordem linear nao-
homogénea (1)) Se u € uma solugcao para esta equagio, entdo ao
longo das curvas caracteristicas para a correspondente equacao ho-
mogénea, u satisfaz a equacao diferencial ordindria

d

Cula(t) y(t)) = c(a(t), y(1))

Generalizando a ideia do método das caracteristicas, segue

abaixo um exemplo de um problema de Cauchy nao-homogéneo:

Exemplo 2: Considere o seguinte Problema de Cauchy:

Qyug +uy = (2y° + x)sen(2zy), (z,y) € R?
—2:1:)

u(z, e = cos?(ze %)

Solucao: Inicialmente, vamos considerar a equacao homogénea asso-

clada 2yuy + uy = 0. Temos que as curvas caracteristicas satisfazem
B):

z'(t) = 2y(t)

y'(t) =1

Vamos resolver o sistema de EDO’s acima para descobrirmos a familia

de curvas caracteristicas.

y'(t)=1=y(t) =t+k (4)
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Por (@) temos z/(t) = 2- (t+ k1) logo, 2(t) = t* + 2tk + ko. Portanto,

x(t) = t2—|—2tk1 + ko = (t+/€1)2—|—k2 — /{%
y(t) =t + k

com ki, ko € R e a tamilia de curvas caracteristicas sao parabolas do
tipo:
2
L0 = Yo T ka

onde k € R e k = ky — ki, veja Figura 2. Para cada ponto (z1,y1)
e R? ele estd na pardbola z = y* + 1 — y%, que intersecta a curva

inicial no ponto (zq, yp) onde
2 2 —2
o=y +r1 -y, Yo=¢e O
" a

y=e

. caracteristicas Planas )
W

(x,,v)

Figura 2: Curvas caracteristicas e curva inicial da equacao

Fonte: IORIO, 2018.

Parametrizando a parabola por s — (82 +x1 — y%, s), temos,

pelo Teorema Fundamental do Calculo:

d
u(ey,y1) = Jji - uls® + 21—yt s) ds + (o, o)
— ?%1(352 + 21 — yf) sin(2s” + 2s(x1 — y7)) ds + u(zo, yo)

Pela condicao inicial, temos:

u(zy, y1) = [P1(35% + 1 — yf) sin(2s® + 2s(zy — y7)) ds + cos*(zoyp)

_ /yl(y%+x1_y%)
yo(yo+z1—yi)

= cos*(21y1)

2 sin  cos rdr + cos?(zqyp)

Portanto, a solucdo do problema é u(x,y) = cos?(zy).

| sConcsio |

Este estudo ressalta a relevancia dos métodos de resolucao e de

visualizacao das equacgoes, destacando especialmente o Método das

Caracteristicas.
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