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Resumo:0O Teorema Fundamental da Algebra diz que todo polinomio nao constante com coeficientes complexos possui pelo menos uma raiz complexa. Neste trabalho, provamos o teorema de uma forma classica,

mas que foge do escopo do enunciado. Demonstramos via resultados e conceitos topolégicos como: continuidade, caminhos, homotopia de caminhos, grupo fundamental e espacos de recobrimento.
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O Teorema Fundamental da Algebra diz que todo polinémio néo
constante com coeficientes em C possui uma raiz em C. A primeira
mencao do teorema foi feita por Peter Roth em 1608. A primeira ten-
tativa de prova-lo foi feita por D’Alembert em 1746. Porém, a prova
continha algumas falhas. Sua primeira demonstracao plenamente sa-
tistatoria foi apresentada na tese de doutorado do matematico Carl
Friedrich Gauss em 1797 quando tinha apenas 20 anos ([3]). Todas as
demonstragoes conhecidas para esse resultado transcendem significa-
tivamente a Matematica necessaria para enuncia-lo. Uma tradicional
prova do teorema é feita em teoria de Variavel Complexa via Teo-
rema de Liouville ([2]). O objetivo aqui é demonstrar o teorema com
outro método classico que foge do escopo do enunciado, usando con-
ceitos algébricos como grupos, bem como conceitos topologicos como
caminhos, homotopia, espagos conexos por caminhos, espagos simples-
mente conexos, grupo fundamental e espacos de recobrimento. Para

saber mais sobre esses conceitos ver, por exemplo, [1], [4] e [5].
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Um caminho sobre um espaco topologico X é uma funcao con-

tinua f : I — X em que [ é o intervalo unitério [0, 1]. Dois caminhos
f e g sao ditos homotdpicos se existe uma homotopia de cami-
nhos entre eles, isto é, uma funcao continua H : I x I — X que

satisfaz as seguintes propriedades:

1. H(s,0) = f(s) para qualquer s € I e H(s,1) = g(s) para qualquer
sel.

2. O ponto inicial H(0,t) = xg e o ponto final H(1,t) = x1 sao

independentes de ;

Prova-se que a relacao de homotopia de caminhos sobre qualquer
espaco topologico ¢ uma relacao de equivaléncia no conjunto dos ca-
minhos sobre esse espaco. A classe de equivaléncia de um caminho f
sob a relacao de homotopia de caminhos é denotada | f] e chamada de
classe de homotopia de f.

Definimos o produto de caminhos f e g com f(1) = ¢(0) como

sendo o caminho denotado por f - g e dado por
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Definimos também o produto de duas classes de homoto-
pia por [f]lg] = |f - g]. Além disso, chamamos de lagos os caminhos
fechados, isto €, que possuem o ponto final igual ao ponto inicial. O
conjunto de todas as classes de homotopia | f] dos lagos que comecam
e terminam em um mesmo zg € X é denotado (X, xg).

m1(X, zg) é um grupo com respeito ao produto de classes de ho-
motopia. Tal grupo é chamado de grupo fundamental de X. O
espaco topoldgico que nos interessa é o circulo unitario (S'). Denote-

mos (ST, 1) por 71(S!). Usando conceitos como espagos conexos

por caminhos, espacos simplesmente conexos, espacos de
recobrimento e levantamento de caminhos, prova-se que o
erupo fundamental do circulo ¢ isomorfo ao grupo aditivo dos inteiros
(m1(SY) = 7). O isomorfismo manda um inteiro n na classe de ho-

2mns - que é um laco que dé |n| voltas no

motopia do lago wy(s) = e
circulo no sentido horario ou anti-horario conforme n seja negativo ou

positivo respectivamente. Portanto, compor lacos no circulo unitario

é, a menos de isomorfismo, a mesma coisa que somar nimeros inteiros.
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Apesar de Topologia Algébrica ser normalmente “Algebra ser-
vindo a Topologia”, as regras se invertem na demonstracao do teo-
rema. Ilustraremos uma ideia para a demonstracao com um polindomio
especifico.

Ideia da demonstragao: Considere o polinomio p(z) =
22t i 2 % Suponha por absurdo que p(z) nao possui
raizes em C. Para cada r real positivo, considere o lago & : [ — C

2T que descreve uma volta no sentido anti-

dado por &-(s) = re
horario no circulo com raio r e centro na origem de C. A composicao
po& : I — C ¢ um laco sobre C cuja imagem ¢ a imagem da restricao
de p ao circulo com raio r e centro na origem. Esse laco comeca e ter-
mina em p(r). Para obtermos um novo lago baseado em 1, dividimos a

composicao por p(r) (podemos fazé-lo pois p(r) # 0) através da com-
R
p(r)’
Para conseguirmos um laco no circulo unitario, normalizamos o nosso

posicao de p o £ com a fungao ¢ : C — C que é tal que p(z) =

lago, dividindo pelo seu modulo através da composicao de p o £ o
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com a fungdo ¢ : C — C que é tal que ¢(2) Assim, obtemos

a formula

(po&r)(s)/p(r)

TN e ()
Vo epotls) =Jrls) =10 e s ] " [pre) fp(r)

que define, de fato, um laco no circulo unitdrio St < C baseado
em 1.

Conforme r varia, f, € uma homotopia de lacos baseados em 1.
Uma vez que fp(s)=1 Vs € I, concluimos, pelo teorema do isomor-
fismo (Z = m(SY), que [fr] € 71(S!) é zero em Z para todo 7, pois
o elemento neutro do grupo fundamental é a classe de homotopia dos

lagos constantes.
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Usando que o termo 2° do polindémio p(z) domina o resto do

polindémio quando |z| é muito grande, é possivel mostrar que, para r
muito grande, tem-se que f; € homotopico ao lago ws.

ws ¢ um lago que da cinco voltas no circulo, enquanto f, ¢ um
laco que d4 zero voltas. Pelo teorema do isomorfismo entre 71 (S') e
Z, temos que 0 = [ fr] = |ws] = 5, 0 que é um absurdo de modo que o
polindmio p(z) = 2° — 22* + 125 + —2° + % possui raizes em C. Essa
demonstracao pode ser generalizada para um polinomio nao constante

com coeficientes complexos qualquer.
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Essa pesquisa evidenciou que o Teorema Fundamental da Alge-

bra ultrapassa, e muito, as fronteiras da Algebra na forma como se
pensava a area na época em que o teorema foi enunciado. Também
temos a chance de perceber como duas grandes areas da Matematica
podem estar relacionadas e admirar a beleza disso no processo. Um

belo problema com uma bela solucao.
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