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Uma abordagem matematica para a otimizacao do custo computacional do Teorema

Chinés do Resto
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Resumo:FEste trabalho tem como objetivo apresentar uma abordagem matemadtica para otimizar o custo computacional do Teorema Chinés do Resto. Enquanto o algoritmo tradicional considera apenas modulos

coprimos, resultando em um custo de @(n2), o método proposto, que contempla uma conjectura para modulos ndao coprimos, possui um custo de O(n -log(min(a,b))). Essa abordagem representa uma significativa

melhoria de eficiéncia no contexto da Ciéncia da Computacao.
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A Teoria dos Numeros é um ramo da Matematica que visa, pri-
mordialmente, entender as propriedades e relagoes entre os numeros.
Na area de Teoria Elementar, ha o estudo de congruéncias lineares
(HARDY et. al., 2008). O termo congruéncia significa “de mesma
medida”, desse modo, dizemos que dois nimeros sao congruentes mo-
dulo m quando deixam o mesmo resto na divisao por m.

Na computacao, a congruéencia tem diversas aplicacoes, como a
cifracao e decifracao de blocos do algoritmo criptografico RSA. Para a
resolucao de um sistema de congruéncias, utiliza-se o Teorema Chinés
do Resto. Em muitos contextos, torna-se necessario o uso de algorit-
mos computacionais para encontrar uma solucao mais rapidamente. A
analise assintotica, diante desse cenario, provée ferramentas para deter-
minar o custo de implementacoes computacionais (CORMEN et. al.,
2001), possibilitando otimizagoes no tempo de execucao.

O Teorema Chinés do Resto tradicional possui um custo assin-
tético de ©(n?). Este trabalho propde um algoritmo mais eficiente
com custo de O(n - log(min(a,b))). Essa otimizacao ¢ alcancada ao
considerar a possibilidade dos moédulos nao serem coprimos, por meio

da introducao de uma conjectura.
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O Teorema Chineés do Resto tradicional ¢ um método que resolve

sistemas de congruéncias lineares dois a dois da forma:

r=A; (mod my)

r= A,

(mod my,)

Em que mq,mo, ..., my sao coprimos. A Figura [ ilustra uma
possivel forma de determinar uma solucao para um sistema de equa-

coes por meio do Teorema Chinés do Resto.
A M| M | M1 A-M- M1
Al Ml M Ml_l Al . Ml ) A]\Jl_1

A, | M, | M, | MY | A, -M, - M1

n

Fig. 2: Possibilidade de aplicagao do Teorema Chinés do Resto

No qual M ¢ o produto de m1, mo, ..., my, excluindo a linha

correspondente; M ¢ a classe de equivaléncia de M em relacao ao mo-

dulo da linha atual e M —1 é o inverso de M. No algoritmo proposto,
também sao resolvidas equacoes de dois a dois. Para exemplificar,

considere o sistema:

mr = a

(mod b)
(mod d)

Caso m seja diferente de 1, é preciso encontrar o inverso mul-

nr = cC

tiplicativo de m em relacdo a b, ou seja, m~' (mod b). O mesmo

vale para n, no caso n~1 (mod d). Em seguida, deve-se multiplicar
as equacoes pelos seus respectivos inversos, de forma que se tenha 1x.

Assim, pode-se utilizar a equacao:

r=b"" (modd)-b-(c—a)+a|£b-d-j-y

Em que 5 = mde(b,d). No caso em que 7 = 1, o algoritmo
funciona da mesma forma que o Teorema Chinés do Resto. Para um
sistema com modulos nao coprimos, o método sugerido retorna solucao
se e somente se 0 Maximo Divisor Comum entre b e d divide (¢ — a).

Para a demonstragao, assuma que mde(b, d) divide ¢ — a. Isso
significa que ¢ = a (mod (mdc(b, d))). Caso o sistema tenha solugao,

¢ possivel afirmar, pela definicao de congruéncia, que:

1) x—a=Dbk;
2) x—c=dk

3) a+bk=c+dk <= a—c=dk -k

Dessa igualdade conclui-se que mde(d, b) divide a — ¢, e portanto
c — a, uma vez que divide dk’ — bk. Isso conclui a prova. Outro ponto
a ser detalhado é que, ao aplicar o algoritmo, obtém-se um conjunto de
possibilidades que satisfazem o sistema de congruéncias lineares, em
funcao de v. A fim de tornar mais claro, considere como exemplo o

segulinte sistema:

(mod 6)
(mod 20)

r =5
r =19
Note que mdc(6,20) = 2, porém o sistema possui solugdo. Para

a resolucdo, considere j = mdc(b, d) e divida os ntimeros b e d por j,

reescrevendo o sistema para

(mod 3)
(mod 10)

Resolvendo o sistema, entao tem-se:

r =05
r =19

r=3"" (mod10)-3-(19—5)+5/£3-10-2-7
r=|7-3-14+ 5] + 60y

r = 299 £+ 60y

x =59 + 60~y

Portanto, a solucao que satisfaz o conjunto de equacoes é x = 59
(mod 60).
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(2001),

descreve o tempo de execucao de um algoritmo em funcao do tamanho

O estudo assintotico, de acordo com Cormen et. al.

de entrada n, expresso em trés notacoes principais:

« Notacao O: indica um limite assintotico superior. Pela definicao,
O(g(n)) = {f(n) : existem constantes positivas ¢ e ng tais que 0 <
f(n) <c-g(n) para todon > ng}.
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« Notacao €2: indica um limite assintotico inferior. Pela definicao,
Q(g(n)) = {f(n) : existem constantes positivas ¢ e ng tais que 0 <
c-g(n) < f(n) para todo n > ng}.

- Notacao ©O:

e abaixo. Pela

limita assintoticamente uma funcao acima

O(g(n)) = f(n)

existem constantes positivas cq, o e ng tais que 0 < ¢1 - g(n) <

definicao,

f(n) < co-g(n) para todo n > ng}.

No caso do Teorema Chinés do Resto Tradicional, o custo O(n?)
¢ justificado pelo fato de que, como mostrado na Figura [2, cada linha

e coluna precisam ser percorridas, resultando em um custo quadratico.

Por outro lado, a abordagem proposta dispensa a verificacao de
modulos coprimos, uma vez que propoe uma conjectura para o al-
goritmo. Isso representa uma otimizacao ao eliminar uma etapa do
processo. O custo O(n - log(min(a, b))) é alcancado devido a utiliza-
cao do Algoritmo Estendido de Euclides para calcular inversos, con-

forme demonstrado por Cormen et. al. (2001) com um custo de

O(log(min(a, b))), além de percorrer as n equagoes do sistema. A

Figura 3| ilustra o pseudocoddigo dessa nova abordagem.

def TEHOREMA CHINES N(m, n, a, b, ¢, d): #Custo assintotico de Of
log (min(a,b)))

if m=0 or n = 0: return 0, 0 #Teta(1)

if m!= 1:
m, a, b = SIMPLIFICA(m, a, b) #O(log(min(a,b)))
if a = —1: return 0, 0

if nl= 1:
n, ¢, d = SIMPLIFICA(n, ¢, d) #O(log(min(a,b)))
if ¢ = —1: return 0, 0

i = INVERSO(b, d) #O(log(min(a,b)))

x = (i *bx*x (¢ —a)+ a) #Teta(1)

gama = b % d % mdec #Teta(1)

if x < 0: x = gama + x #Teta(1)

return x % gama, gama

Fig. 3: Representacao da nova abordagem para o Teorema Chinés do Resto
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Este trabalho apresentou uma abordagem matematica para oti-

mizar computacionalmente o Teorema Chinés do Resto. Diante da
proposicao da conjectura, os testes realizados com a implementacao
computacional retornaram solucoes corretas para sistemas com modu-

los nao coprimos.
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