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Solucao da equacao de conveccao-difusao: uma aplicacao do método de volumes finitos.

Santos, Alana!

Resumo:Esta pesquisa foi desenvolvida com base em referéncias bibliogrificas. Baseado nos estudos desenvolvidos, constatou-se que, para a Dinamica dos Fluidos Computacional (DFC), o método de

discretizacio de Volumes Finitos se destaca para a resolucio de Equacoes Diferenciais Parciais (EDP’s), pois tem a vantagem da conservagdo dos fluzos nas grandezas trabalhadas, em sua formulagdo. A equagdo

de conveccao-difusao é a EDP com a qual escolhemos fazer os primeiros estudos dessa teoria.
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Neste trabalho, sera apresentado a solucao da equacao de con-
vecgao e difusao utilizando Métodos de Volumes Finitos (MVF), mais
especificamente, discorre-se sobre trés MVE que sao utilizados para

resolver esta equacao, sendo eles o método de Diferencas Centrais, o
Upwind e o QUICK.
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Trabalhamos com o método de volumes finitos, onde o dominio é

dividido em partes menores, chamadas de volumes de controle (V.C.):

Ampliando uma parte da reta, que representa o dominio de um
problema unidimensional, podemos verificar os Volumes de Controle
e 0s nos. Assim, temos um V.C., onde w e e sao as faces e P é o no

central, com W e E sendo os nos adjacentes, ou vizinhos, a ele:

Podemos dizer que a equacao que representa a conveccao e difusao
estacionaria da propriedade ¢ em um campo de fluxo unidimensional,
onde u € a velocidade, é:
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A integracdo da equagao ([l sobre o volume de controle, onde as
faces w e e sao os limites de integracao inferior e superior
respectivamente, resulta em:
d d
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Para obter o resultado desejado, que sao as equacoes discretizadas
para o problema de conveccao e difusao, deve-se aproximar os termos

da equagcdo (). Para isso, por conveniéncia, definimos duas variaveis
F e D, onde:

I
F = D= — 3
e D= ®

Os valores de F' e D nas faces das células podem ser expressos como:

Fo = (pu)w e Fe=(pu)e (4)
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Prosseguindo, assumimos que A, = A. = A, para que aconteca a
divisao de ambos os lados da equacio (2) pela area A. Assim, no
lado direito da equacao, onde temos os termos de difusao, podemos

utilizar as diferencas centrais para escrever a equacao Como:

Fepe — Fyypy = De(¢E - CbP) - Dw<¢P - CbW) <6>

Assumimos também que o campo de velocidade é de alguma forma
conhecido. Por isso, os valores de F¢ e I}, sao igualmente conhecidos.
Dessa forma, para resolver a equagao (0]), s6 precisamos calcular a
propriedade transportada, ¢, nas faces e e w, que sao os valores que

ainda nao temos definidos em (6.
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A aproximacao por diferencas centrais ¢ usada para representar os
termos de difusdo que aparecem no lado direito da equagao (6)) em
problemas de conveccao e difusao em uma dimensao. Porém, os
termos convectivos ainda ficam em funcao de ¢ e ¢y, 0s quais
pretendemos calcular. Para isso, utilizando a interpolacao polinomial,
por diferencas divididas, podemos calcular os valores nas faces das

células para os termos convectivos. Neste trabalho, utilizaremos o

polindmio interpolador de Newton:

Obtemos:
oW + ¢ op+ ¢
bw="" e de= (7)
Substituindo os termos na equacao () podemos calcular da seguinte
forma:
Fe Fuy
5 (0p+oE) = (dw +¢p) = De(¢p —¢p) = Duwldp —ow) (8)

Identificando os coeficientes de ¢y17 € ¢ como ayy € ag
respectivamente, a expressao da equacao de conveccao-difusao

discretizada, pelo método de diferencas centrais é:

appp = ayow + apdp (9)
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O esquema Upwind leva em consideracao a direcao do fluxo para

calcular o valor da propriedade na face da célula. Nesse sentido,
temos que o valor da propriedade ¢ na face da célula é considerado
igual ao valor de ¢ no no6 atras desta face (a montante). Para melhor
compreensao, serao apresentados exemplos a seguir.
Na figura abaixo os valores da propriedade nos nés estao sendo
usados para calcular o valor da propriedade nas faces do volume de
controle, estando o fluxo na direcao positiva, ou seja da esquerda

para a direita.
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« Para o fluxo positivo, (Fy, > 0, F, > 0):

ayy =Dy +Fy e ap=De
« Para o fluxo negativo, (Fy, < 0, Fe < 0):

ayy =Dy e ap=De— Fp

Uma forma de notacao para os coeficientes vizinhos no método de

diferenciacao Upwind que cobre as duas direcoes do fluxo pode ser:

ay = Dy +max(Fy,0) e ap = D¢+ max(0, —Fp)
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Podemos dizer que para calcular o valor de ¢ na face leva-se em
consideracao dois nés a montante, antes da face e um depois dela,
sempre levando em conta a direcao do fluxo para entender onde ¢ a
montante e onde ¢é a jusante.

Na interpolacao polinomial, considerando os nos de indices 2, 7 — 1 e
1 — 2, com ¢ sendo o indice no ponto P, ¢ — 1 o indice no ponto
adjacente W ou E e © — 2 o indice no ponto a montante, que pode
ser WW ou F'E, depende da direcao do fluxo e em qual face se
deseja calcular o valor da propriedade. Podemos calcular, pelo
método de diferencas divididas, o valor de ¢ na face.

WW:‘L—Z .\A/f'L-.L PZL E:‘L-ﬁ. EE:L'Z
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Assim, aplicamos novamente o método de diferencas divididas de
Newton, mas dessa vez, considerando mais um ponto, ou seja,
procuramos um polindmio interpolador de segunda ordem. Dessa

forma, o valor de ¢ na face da célula é dado pela seguinte formula:

§ 3 1
¢face — é?bi—l + é¢z — §¢i—2 (10)

O esquema QUICK para problemas de conveccao-difusao

unidimensional pode ser resumido da seguinte forma:

appp = aywdw +apdp +awwoww +appdprp (11

com coeficientes:

ap = ay +ag +ayw +app(Fe — Fy)

6 1 3
CLW:Dw+é&wa‘|‘éaeFG+é(l_aw>Fw )
1
awWww = _éawa )
3 6 1
CLE:D€+§(16F€—é(1_()é(g)F@_é(l_aUJ)F’w )
1
app = (1 —ac)ke
Onde
1, se Fy >0 (1, se Fe >0
Qlyy = € Qe —
0, se Fy <0 0, sefe <0
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Neste trabalho, buscou-se entender e comparar as vantagens e
desvantagens na utilizacao de trés métodos de Volumes Finitos
diferentes. Cada um desses métodos pode ser empregado dependendo
do problema e do grau de precisao desejada, como foi visto o QUICK
€ 0 mais apropriado, entre os trés, para problemas mais complexos.
Por outro lado, para problemas mais simples, mas em que a direcao
do fluxo faz-se importante, a utilizacao do Upwind seria adequada.
Ja em problemas onde a direcao do fluxo nao é relevante, o método

de Diferencas Centrais pode ser aplicado.
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