Bienal de
Matematica

X

Universidade Federal de Sao Carlos - UFSCar

29 de julho a 02 de agosto de 2024

O Teorema da Aplicacao Inversa
Adriano da Silva Castro !, Gelson Conceicao G. dos Santos

Resumo: Neste trabalho, apresentamos o Teorema da Aplicacao Inversa. Iniciamos explicando o teorema, sua finalidade e seu surgimento,
prossequimos com alguns resultados preliminares, e entao, enunciamos e demonstramos o teorema desejado.
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O Teorema da Aplicacao Inversa ¢ um importante resultado no estudo
das funcoes de multiplas variaveis, sendo uma generalizacao deste mesmo
resultado para funcoes de uma variavel, ele permite que uma funcao diteren-
ciavel f seja localmente invertivel.

A historia deste teorema remonta ao século XVII, com o desenvolvi-
mento do Calculo Diferencial e Integral por matematicos como Issac Newton
e Gottiried Leibniz, ali, usava-se o conceito de invertibilidade nas funcoes de
uma variavel, sendo somente a partir do século XIX, quando matematicos
como Augustin-Louis Cauchy e Karl Weierstrass discutiram a formalizacao

de conceitos como continuidade e diterenciabilidade, que o teorema foi melhor

desenvolvido, no entanto, a versao atual do Teorema da Aplicacao Inversa
sO foi enunciada e demonstrada no século XX, sendo apresentada por René

Thom, em sua tese de doutorado de 1954.

Em suma, o teorema afirma que dada uma funcao f diferenciavel e defi-
nida num aberto, se em um ponto de seu dominio, a derivada f’ é invertivel,
entao na vizinhanca deste ponto, f é invertivel e sua inversa f~! é diferen-

ciavel.
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Apresentaremos alguns resultados preliminares com o objetivo de melhor

compreensao do teorema desejado.

Definicao 1. Sejam E e F' espacos vetoriais. Chamamos de iso-
morfismo entre E e F' a transformacao linear T’ : EE — F' que € bijetora.

Definicao 2. Sejam U C R"™ e V C R" conjuntos abertos. Cha-
mamos de homeomorfismo a aplicacao bijetora e continua f : U — V
definida de modo que a sua inversa f~':V — U é também bijetora.

Definicao 3. Sejam U C R™ e V C R" conjuntos abertos. Chama-
mos de difeomorfismo a aplicacao bijetora e diferencidvel f : U — V
definida de modo que a sua inversa f~':V — U é diferencidvel.

Definicao 4. Seja U C R™ um conjunto aberto. Chamamos de
difeomorfismo local a aplicacao diferencidvel f : U — R" definida de
modo que, para a € U, existe B(a;6) C U tal que f|p € um difeomor-
fismo sobre um aberto V> f(a).

Teorema 1. Sejam o conjunto aberto U C R™ e a aplicacao
f U — R" de classe C* (k > 1). Se para algum a € U, a deri-
vada f'(a) : R™ — R" € injetora, entdo existem d > 0 e ¢ > 0 tais que
B = B(a;d) C U e, para quaisquer x,y € B tem-se ||f(x) — f(y)|| >
cllz —yll-
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Seja f U — V um homeomorfismo de classe
C! entre os abertos U,V C R™.
vada f'(a) : R™ — R™ ¢é invertivel, entdo o homeomorfismo inverso
g= "1V — U édiferencidvel no ponto f(a), com ¢'(f(a)) = [f'(a)] " .

Lema. Sejam U C R"™ aberto e g : U — R" diferencidvel no ponto

Teorema 2.

Se para algum a € U, a deri-

a € U, com ¢'(a) : R™ — R" sendo sobrejetora. Se a é um ponto de

minimo local de ||g(z)||, x € U, entdo g(a) = 0.
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Teorema da Aplicacao Inversa: Sejam o conjunto aberto U C
R™ e f: U — R™ uma aplicagio de classe CF (k> 1). Sea € U €
tal que f'(a) : R™ — R™ € invertivel, entdo existe B = B(a;d) C U de

modo que f|p € um difeomorfismo sobre um aberto V> f(a).

Demonstracao. Diminuindo 0 suficientemente, podemos admitir que B =
Bla;d] € U e que f é injetora em B, entao f é um homeomorfismo
de B sobre f(B).
f'(x) : R™ — R™ ¢é um isomorfismo. Entao, pelo Teorema 2, é suficiente
mostrarmos que f(B) =V C R"™ ¢ aberto.

Sejam ¢ = f(p), p € B e S = Sla;d| a fronteira de B, a in-

Além disso, podemos supor que, para todo x € B,

jetividade de f|g garante que q¢ & f(S), entdao existe € > 0 tal que

| f(x)—ql|| > 2¢, Vx € S, pois S é compacto. Agora basta mostrarmos que
B(q;e) C V.

Tomemos y € B(q;¢), definindo g(x) = ||f(x) — y||, o Teorema de
Weierstrass garante que g possui maximos e minimos. Como f|g € in-
jetora, para x € B, nao se tem min{g(x)} para nenhum z € S, pois
r €S = |f(z)—y|| > € enquanto que ||¢g — y|| < €, concluimos en-
tao que min{g(x)} ocorre em um ponto zy € B. Pelo Lema anterior,
min{g(x)} = 0, entdo f(xy) =y, onde f(xy) € V, portanto y € V.

Logo, B(q;e) C V', entao V' é aberto e pelo Teorema 2, f|g é um difeo-

morfismo sobre o aberto V'3 f(a). O que demonstra o teorema.
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