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OFICINA

Fractais, desenhe seus proéprios!

Um convite para experimentar e criar a complexidade do nosso
mundo através das lentes dos fractais.

Figliaggi, Bella [[] e Bian, Zhengf|

Resumo: Fractais, caracterizados por sua geometria complexa e apelo artistico, serdo
apresentados de forma acessivel, via Sistema de Fungoes Iteradas de contracoes lineares
e translagoes na reta e no plano. Com softwares os estudantes poderdo desenhar e gerar
suas proprias imagens fractais.
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1 INTRODUCAO

As nuvens, as montanhas e os vasos sanguineos sao exemplos de elementos presentes
no cotidiano os quais nao sao facilmente descritos pela geometria classica. Figuras
geométricas caracterizada por suas rugosidades e por terem auto-similaridade, isto é,
mudangas de escalas nao alteram a figura, foram denominadas de Fractais, termo criado
pelo matematico Benoit Mandelbrot em 1975.

Os fractais de interesse da oficina sao aqueles gerados por Sistemas de Fungoes Iteradas
(SFI), isto é, uma colegao de fungoes que podem ser infinitamente compostas umas com as
outras. Contragoes lineares e afins atuando na reta e no plano sao fontes ricas de exemplos
de fractais. Desse modo, o entendimento entre a relacao da lei da transformacao com as
mudangas geométricas feitas pela mesma em uma determinada regiao do espago, por
exemplo, se expande, contrai, translada e entre outras ¢ importante para a visualizacao
do fractal que essa esta construindo.
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2 OBJETIVO

Apresentar os conceitos basicos para o desenvolvimento da teoria de Sistema de Fungao
Iteradas com o objetivo de geracao de fractais. Para isso, serdao apresentados exemplos,
propostas de atividades e por fim a utilizacao de softwares.

3 METODOLOGIA

3.1 Imagens e intuicao

Nessa oficina, os Fractais abordados serao aqueles gerados por um sistema de fungoes
iteradas. Alguns das figuras possiveis de construir com essa abordagem sao: Conjunto de
Cantor, Triangulo de Sierpinski, Curva de Koch e Samambaia de Barnsley. Desse modo,
essa abordagem é uma importante ferramente na construcao e entendimento de fractais.

3.2 Um simples sistema de fungoes iteradas de contracoes

Um sistema de funcgoes iteradas consiste em uma cole¢do de fungoes que podem ser
compostas uma com as outras infinitamente. Para definir um sistema de fungoes iteradas
é necessario um espago métrico e uma colecao de funcoes definidos nesse espaco.

O estudo do SFI exige a compreensao das mudangas geométricas feitas por uma
transformacao em algum espaco. Desse modo, o conceito de expansao, contragao,
translagdo e rotagao é de interesse do estudo. As transformagoes afins apresentam uma
importante classe de fungoes que permitem a investigacao desses conceitos e a geracao de
fractais.

Exemplo 3.1 (Um simples sistema de fungoes iteradas) Considere na reta real o
conjunto [0,1], ou seja, [0,1] € o espago de interesse. Sejam f; : [0,1] — [0,1] com i =1,2

2
definidas por fi(x) = % e folz) = % + 3

As mudangas que esse sistema faz no intervalo [0, 1] podem ser vista na Figura .

0

Co = [0, 1]
0 5 5 : .
TR R
— — — m— Co = f1(C1) U f2(C1)
R o - = = C3 = f1(C2) U f2(C2)

Fig. 1: Fonte: Autoria prépria

Assim, para cada n € N defina C, = f1(C,—1) U f2(Cy—1), conforme ilustrado na
Figura [Il O objetivo é entender o que ocorre quando tomado n tendendo para infinito.
O resultado desse processo é o Fractal chamado Conjunto de Cantor.
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Contracao. Tanto f; e f; possuem uma importante caracteristica: diminuem as
distancias entre os pontos em uma proporg¢ao menor que um. Considere por exemplo f;
1

e dois pontos quaisquer z,y € [0,1], f; diminui a distancia desses pontos em 3

510 - i) =|5 -2 = Sl ol

Com esse comportamento, é possivel prever a orbita, ou seja, a trajetéria de qualquer
ponto sobre védrias composigoes de fi. Assim, seja x € [0, 1], temos

0< fila) < ; 0S ) S5 0 S <

1

1
9’ 77 0< fi(z) < 31

entdo 0 < fi'(z) <

oo‘,_.

Convergéncia. Considerando n cada vez maior, obtemos que f]'(z) se aproxima de
zero e denotamos f1'(x) — 0.

Ponto fixo e atrator. O ponto zero possui a propriedade de ser um ponto fixo para
f1, isto é, f1(0) = 0. Com a conta f}'(z) — 0 conseguimos que o ponto zero estd atraindo
as trajetérias de todos os pontos x € [0, 1] para préximo dele.

Todas as fungoes que diminuem distancias possuem ponto fixo? O ponto fixo dessas
fungoes é unico? Sao alguns dos questionamentos que o Exemplo deixa. Essas
perguntas sao respondidas no Teorema de ponto fixo de Banach. Para isso, é necessario
alguns formalizag¢oes vista no Exemplo (3.1}

Definicao 3.1 Seja (M, d) um espago métrico e f: M — M uma fun¢do. Se existir uma
constante A € [0,1) tal que d(f(z), f(y)) < Md(z,y) entdo f é uma contragao.

No Exemplo a distancia em [0, 1] é a fun¢do mdédulo, ou seja, d(z,y) = |z — y| e
1
foi visto que | f1(z) — fi(y)| = §|x —y|, ou seja, fi; é uma contragao.

Teorema 3.1 (Teorema de ponto fixo de Banach) Seja (M,d) um espago métrico
completo e f : M — M uma contragao. Entdo existe um unico ponto fizo p € M.

Com isso, o Teorema estabelece o resultado que foi visto acontecer com a funcao f;
no Exemplo 3.1l O termo completo no Teorema exige que toda sequéncia do espago em
questao que seus termos se aproximam convirja para algum ponto. Como sera trabalhado
principalmente com o espago R"™ ou compactos desse espaco, essa condi¢ao sempre estard
satisfeita.

Considerando (M,d) um espago métrico e N contragdes f; : M — M, defina-se
B(A) = UY, fi(A), em que A é um conjunto compacto de M. O fractal é obtido a
partir do limite B"(A) quando tomado n tendendo para infinito, sendo A um conjunto
compacto qualquer de M. Observe-se que B sera uma contragao e com isso ¢ possivel
aplicar o Teorema anterior, garantindo que esse limite exista.

No Exemplo como fi e fy sdo contragoes, o operador B visualiza como as fungoes
f1 e fo agem no conjunto todo, ao invés de atuar nos pontos, ele age no que é chamado de
espaco das figuras contraindo as distancias entre esses e pelo resultado anterior é atraido
para um ponto fixo, que nesse caso ¢ o Conjunto de Cantor.
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3.3 Vetores no plano, transformacoes lineares e afins

Considere dois vetores v = (a,b) e u = (x,y) no plano e um niumero real «, defina-se
as operagcoes:

o Multiplicagao por escalar: av = (aa,ab). Ou seja, o vetor v é aumentado ou
diminuido em uma proporc¢ao «, podendo também mudar o sentido caso a < 0.

« Adigao de vetores: v+u = (a+z,b+y).

Uma transformacgao linear definida em algum espaco Euclidiano sao as fungoes
L : R" — R” tais que L(ax +y) = aL(z) + L(y) para todo z,y € R" e « € R. Toda
transformacao linear no espaco euclidiano pode ser vista como multiplicacdo de uma
matriz quadrada de dimensao igual ao do espago por uma matriz coluna que representa
o vetor que a transformagao estd atuando. Em particular, no plano uma transformagao
linear é dada na forma L(x,y) = (ax + by, cx + dy), ou ainda,

T a b x ax + by
L = . = .
Y c d Y cr + dy
Observe que qualquer transformagao linear possui o zero como ponto fixo, visto que

L(0) = L(0x) = 0L(z) = 0.

A translagao é uma operagdo que move uma figura de um ponto a outro, mantendo
sua forma, orientagao e tamanho. Dado vetor v de translagao, todo vetor u é transformado
do mesmo jeito u — v + u.

Por fim, uma transformagao afim no plano é a composicao de uma transformacao
linear com uma translagao, ou seja, T é uma transformagao afim se T'(z,y) = L(z,y) +
(e, f), onde L(z,y) = (ax + by, cx + dy) é uma transformagao linear, assim

o) 40+ () - (),

Transformacao Linear  Translagio

ou seja, uma transformacao afim é a aplicacdo de uma transformagao linear com uma
translacao no plano.

Desse modo, trabalhar com SFI no plano considerando transformagao afins ¢
equivalente a trabalhar com matrizes, sendo assim, é necessario o estudo de multiplicacao
Exemplo 3.2 Considere as transformacoes afins em R? dadas por

de matrizes afim de compreender as interadas de T.
T 190 T T 190 T i T 0 T 1
— 2 . ; — 2 . + 2 ; — . + 4
fl(ﬂ) <0 ) ) 0 ) ) o) i) \w) s
Observe que cada f; diminuem os vetores pela metade, com respeita a distancia usual em

R? definida por d((z,y), (a,b)) = \/(x —a)?+ (y —b)2.

Considere o tridngulo A com vértices (%,3), (3,0) e (0,0), com isso f1(A) U fo(A) U

f3(A) resulta na uniao dos triangulos representado na Figura @

Ol

Por fim, considere B(A) = J3_, f;(A), sobre um processo iterativo de aplicacdes de B
temos que B"(A) converge para o Triangulo de Sierpinski.
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Fig. 2: Autoria prépria

3.4 Proposta das Atividades

A oficina serda separada em dois momentos. Inicialmente serdo apresentados os
principais conceitos matematicos a serem abordados durante a oficina; juntos iremos
investigar dois exemplos de sistemas de fungoes iteradas. No segundo momento,
os participantes poderao utilizar softwares, e.g. https://github.com/gongzhang/
ifs-fractal-playground.git, para gerar os fractais de acordo com seus préprios
designs, utilizando o conhecimento e as técnicas do primeiro momento.

4 CONCLUSOES

Fractal desperta o interesse tanto pelo seu aparecimento em objetos do cotidiano,
quanto pelo seu carater artisticos. A utilizagdo do Sistema de Fungoes Iteradas para
geracao dessas geometrias é uma forma dindmica e acessivel ao publico, desde alunos do
ensino superior a do ensino médio.
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