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Aritmética em dominios quadraticos
Resolvendo equacgoes Diofantinas nao lineares via fatoracao
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Resumo:

Nesse minicurso vamos apresentar um pouco da aritmética de alguns dominios de
inteiros quadrdticos, dando maior atengdo aos que sao dominios euclidianos. Lembramos
que dominios euclidianos sao dominios de ideais principais e portanto, dominios de
fatoracao unica.

Como queremos trabalhar com fatoracao, estaremos particularmente interessados em
entender os elementos inversiveis e os elementos irredutiveis, para isso usamos a norma
e o traco definidos em dominios quadrdticos.

Nosso objetivo final é aplicar a aritmética em tais dominios para tratar certas equagcoes
Diofantinas nao lineares. A ideia central é fatorar a equagcdo em um dominio que seja de
fatoracao unica e utilizar essa fatoragdo para resolver a equacao, primeiramente no
dominio e posteriormente nos inteiros.

Palavras-chave: Equacoes Diofantinas, dominios quadrdticos, fatoracao unica.
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1 INTRODUCAO

Uma equacao Diofantina é, em sua versao mais classica, uma equacao polinomial
com coeficientes inteiros, em pelo menos duas variaveis, para a qual buscamos encontrar
solugoes inteiras. As primeiras equagoes Diofantinas estudadas foram as lineares, que
estavam presentes em textos ancestrais na Babilonia, China e India, aparecem no classico
Arithmetica de Diophantus e foram totalmente resolvidas por Euler. Estamos interessados
em estudar certas classes de equagoes Diofantinas nao lineares, utilizando fatoracao em
dominios quadraticos.

As equagoes Diofantinas nao lineares sao um objeto classico de estudo em matematica,
tendo sido um dos grandes motores para o desenvolvimento da algebra. Vale lembrar que
até mesmo para o ultimo teorema de Fermat foi tentada uma abordagem via fatoragao. O
problema é que nem todos os anéis de inteiros ciclotomicos sao de fatoragao inica. Gauss,
no classico Disquisitiones Arithmeticae, ja estava interessado no problema de dicernir
quando um dominio era fatorial, mas foi Dirichlet quem nos deu as maiores contribuicoes.

A proposta do minicurso é tragar um caminho geodésico, suave e elementar para
apresentar classes de dominios quadraticos que sao de fatoracao tUnica, a partir dos
dominios euclidianos. Assim, seremos capazes de atacar duas classes de equagoes
Diofantinas nao lineares que possuem uma fatoracao em tais dominios.

Dentre os problemas que estaremos interessados, destacamos alguns classicos, como
ternas pitagoéricas e equagoes de Pell-Fermat, bem como varios problemas de competigoes
matematicas internacionais incluindo problemas da IMO.

Por completude, incluimos dois apéndices, um sobre a lei da reciprocidade quadratica
e um outro sobre primos que podem ser escritos da forma x? + ny?.
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2 Aritmética em dominios

Esse primeiro capitulo é uma revisao de um curso basico de algebra, uma boa referéncia

seria [GARCIA].

2.1 Anéis, dominios e corpos

Um anel é uma estrutura algébrica que consiste em um conjunto nao vazio e duas
operagoes, assim, escrevemos (A, +,.).

A operagao + ¢é chamada de adicao.

(+): Ax A= A(a,b)—a+b

A adicdo cumpre as seguintes condicoes:

o Associativa: a4+ (b+¢) = (a+b) + ¢

o Comutativa: a +b =10+ a;

Elemento Neutro: 0+a=a+ 0 = a;

 Simétrico: a + (—a) = (—a) +a=0;
A operagao . é chamada multiplicagao.

():Ax A— A(a,b) —ab

A multiplicagdo cumpre as seguintes condicoes:

Associativa: a. (b.c) = (a.b) .c;
o Comutativa: a.b = b.a;

e Elemento Neutro: a.1 = 1.a = a;

Distributiva: a. (b+ ¢) = a.b + a.c.

Exemplo 2.1 1. N nao é anel uma vez que nao existe simétrico;
2. 7 € um anel especial, como vamos ver na prorima Secao;
3. Q,R,C sao anéis muito especiais, como vamos ver na pProxrima Se¢ao;

4. Os conjuntos Z, das classes de restos na divisdo por p sao anéis.
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2.2 Anéis especiais

Seja (A, +,.) um anel.

Definicao 2.1 Dizemos que a € A , a # 0 é inversivel se existir b € A tal que a.b=1.
Lembramos que o inverso, quando existe, é tinico e denotado a™! € A .

A*={a € A| a é inversivel}.

Definicao 2.2 Dizemos que a € A, a # 0 ¢é divisor de zero se existir b € A , b # 0 tal
que a.b = 0.

Z (A)={a€ A| aédivisor de zero}.
Definicao 2.3 Dizemos que a € A, a # 0 é nilpotente se existir n € N tal que a™ = 0.
Finalmente estamos prontos para definir os anéis especiais que nos interessam.

Definicao 2.4 Dizemos que o anel A é um corpo se todo a € A,a # 0 é inversivel, isto

¢, A* = A\ {0}

Definigao 2.5 Dizemos que A é um dominio (de integridade) se ab = 0 implica a = 0 ou

b=0,isto é, Z(A) = 0.

Exemplo 2.2 1. Q,R,C sdo corpos.
2. Z é um dominio, mas nao é corpo.

3. Z, ¢ um corpo se, e somente se, n = p ¢ primo.
Proposicao 2.1 Z(A)NA* =2 .
Corolario 2.1 Todo corpo é um dominio.

Sejam A um anel e B C A, dizemos que B é um subanel de A se

(i) 0,1 € B;

(ii) for fechado para adi¢do e multiplicacdo, isto é, dados a,b € B, tivermos a + b € B
e a.b € B,

(iii) for fechado para o simétrico, isto é, se a € B, entdo —a € B.
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2.3 Anéis de PolinOmios

Seja A um anel. Vamos definir A[z], o anel dos polinémios com coeficientes em A em
uma indeterminada x.

Definigao 2.6 Um polindémio f € A[z] é uma expressao formal

f=a+azr+...+a,2" = Z a;z’

Soma Finita
Vamos definir a adi¢ao de polindmios: Sejam f =Y a;z°, g = 3 bx' € Alz].

A adicdo cumpre as seguintes condicoes:

e Associativa;
o Comutativa;
e 0 ¢é o elemento neutro;

o —f =3 (—a;) " é o simétrico de f .
Vamos definir a multiplicacdo de dois polinémios f,g € A[x] por fg =Y ¢;z’ em que

C = aobk + albk_l + ...+ akbo.

Assim, temos

co = agpbo,

Ccl = a01)1 + albo.
A multiplicagdo de polinémios cumpre as seguintes condigoes:
o Associativa;

o Comutativa;

e 1 ¢ o elemento neutro;

A multiplicagao distribui a adigao .

Proposicao 2.2 A[zx] com a adigio e a multiplicacio assim definidas é um anel.
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Demonstragao:  Verifique. [
Vamos agora definir o grau de um polinémio nao nulo.

Seja f € Alz], f # 0. Denote f =3 a;2", o grau de f serd denotado por

gr(f) =maz{n|a, #0}.
Nestas condigoes, a,, é chamado coeficiente lider e a,x" o termo lider.

As propriedades basicas do grau sao as seguintes:
1. gr(f 4+ ¢g) <max{gr(f),gr(g)}. Note que a desigualdade pode ser estrita.

f=a’+lg=—2"+z=f+g=a+1.
Se gr (f) > gr(g) , entdo gr (f +g) = gr(f).
2. gr(fg) <gr(f)+er(g). Note que a desigualdade pode ser estrita.

f=20+1,g=22°= fg=22°€cZy[z].
Se D é um dominio, entao gr (f.g) = gr(f) + gr(g).

Proposigao 2.3 Seja D um dominio. Entao os polindmios inversiveis em D [z] sdo os
oA ~ . L. . . * *
polindmios constantes, que sao inversiveis em D, isto é, (D [z])" = D*.

Demonstracao: Claro que se f = ¢ € D[z], com ¢ € D*, é um polinémio constante,
entdo [l =c "l pois f.f l=ccl =1

Reciprocamente, se f € D [x] é inversivel, entdao existe g € D [z] tal que f.g = 1
Tomando grau, obtemos gr (f.g) = gr (1) = 0. Como D é um dominio, gr (f)+gr(g) = 0.
Por outro lado, gr(f) > 0 e gr(g) > 0 logo gr(f) =gr(g) =0.

Logo f e g sao polindmios constantes, ou seja ,sao elementos de D que sao inversiveis:

f=cg=cl

O
Exemplo 2.3 Em Z,[x] o polindmio f = 2z + 1 é inversivel uma vez que f? = 1.
Em geral temos o seguinte resultado que foge aos nossos objetivos.

Teorema 2.1 Seja A um anel. Um polinémio f € Alx] da forma f = a,a™+...+a1x+ag
¢ inversivel se, e somente se, ag € inversivel e todo a; com i = 1,...,n € nilpotente.

Demonstracao:  Ver [ATIYAH]|. O

Proposicao 2.4 Seja D um anel. D [x] é um dominio se, e somente se, D é um dominio.
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Demonstracao:

Inicialmente suponhamos que D [z] ¢ um dominio, vamos mostrar que D é um dominio.
Por contrapositiva, suponhamos que D nao seja um dominio, entao existem a,b € D, ab #
0 tais que a.b = 0. Considere os polindmios constantes f = a,g =0 € D [z], f,g # 0 mas
f.g =0, dai D [z] ndo é dominio. Absurdo!

Reciprocamente, se D é um dominio, vamos mostrar que D [z] é um dominio. Com
efeito, sejam f,g € D [z] em que f,g # 0. Podemos reescrever assim:

f= ana" +f com gr(f) <n.
~——

Termo Lider

g= w +¢,com gr (g/) <m.

Termo Lider

Como D é um dominio e a,, b,, # 0, temos a,b,, # 0

fg = anbmxn+m +h/ = fg 7& 0

Termo Lider

4

2.4 Dominios Euclidianos

Inicialmente lembramos o Teorema da divisao euclidiana original, em Z.

Teorema 2.2 ( Divisao Euclidiana) Dados a,b € Z com b # 0, ezistem q,r € Z,
unicamente determinados por a,b e efetivamente calculdveis tais que:
(i) a=bg+r;
(i) 0 <r<|b.
Vamos entender os ingredientes utilizados na demonstragao do teorema da divisao
euclidiana.
1. Z é um dominio;
2. A fungdo |.| : Z — Z>p “mede” o “tamanho” do resto;
3. O principio da boa ordenacao em Z .
Defini¢ao 2.7 Sejam D um dominio e ¢ : D\ {0} — Z>( uma fungao. Dizemos que

(D, ) é um dominio euclidiano se: Dados a, 8 € D com b # 0, existirem A\, p € D tais
que
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(i) a=BA+p;

(ii) p=0 ouyp(p) <¢(B).
Teorema 2.3 (Algoritmo da divisdo de polindémios) Sejam D um dominio e f,g €
Diz] com f = apa™+...4ag € g = bpa™+...4+by. Se b, € D*, entdo existem q,r € D|x]
tais que:

(i) f=gq+r;

(ii)) » =0 ougr(r) < gr(g).

Demonstracao: Sen < m, tome ¢ =0 e r = f. Entao:

=90+ fegr(f) <egr(q).

Vamos supor agora que n > m e apresentar um algoritmo para baixar o grau de f.

Seja f = a,z" + ...+ ap um polindémio de grau n > m e defina f' = f — g.a,b la"™™.

E evidente que o coeficiente lider de g.a,btz"™™ coincide com o coeficiente lider de f,
portanto, gr(f') < gr(f), isto é, o grau do polinomio baixou.

Por inducao na segunda forma podemos assumir que [’ cumpra as condigdes do
teorema, assim f = f—g.a,b tz"™™ = g.¢ +r" , isso implica em r = 0 ou gr (7“/) <gr(g).
Portanto, podemos escrever

/

f =gq+r= g(anbglxn—m 4 q/) T
Assim, ¢ = a,b; ' 2" " +q er =1

O

Corolario 2.2 Se K € um corpo, entio K[z] é um Dominio Euclidiano com ¢ = gr .

2.4.1 Inteiros de Gauss

Os inteiros de Gauss sao o seguinte dominio.

zli]={a+bi| a,beZei®=-1}CC (2)
Verifique que Z[i] é fechado para a adigdo, para o simétrico e para a multiplicagao em

C, logo é um subanel de C. Claro que Z[i] ¢ um dominio uma vez que é um subanel de
um corpo (que portanto é um dominio).

Dado a = a + bi € Z]i], definimos o conjugado de « por:

a+bi=a—0bi

Sejam agora «, B€ Z [i]. Verifique as seguintes expressoes:
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[ ]
Qll
Il
Q

I

L]
Ql
Il

a s ae 7
B=a+p;
e af=a.p.

Q
+

Dado a = a + bi definimos a norma algébrica de « por:

N (a) = aa

N (a+bi) = (a+bi) (a — bi) = a* +b* >0

Assim sendo, a norma algébrica é uma funcao:

N: Z[li] — 70
a+bi — a®+b?

A propriedade fundamental da norma algébrica é sua multiplicatividade, isto é:
N(af) = N(a)N(B).
Teorema 2.4 Os inteiros de Gauss Z[i] sao um dominio euclidiano com ¢ = N.

Demonstragao:

Dados o, 3 € Z[i], 3 # 0, considere a3~t€ C . Denotemos o = a + bi e 3 = ¢ + di.
Como C é um corpo faz sentido calcular:

a+bi  (a+bi)(c—di) ac+bd bc—ad.

c+di  (c+di)(c—di) 4 d? * 2t

__ actbd __ bc—ad
Observe agora que x = aragr € Qey= g € Q.

Sejam m,n os inteiros mais proximos de z, y respectivamente, isto é, |z —m |< 1/2 e
| y —n|< 1/2. O inteiro de Gauss A = m + ni serd nosso quociente na divisao euclidiana.
Assim, definimos p = a— ¢ donde obtemos, & = A+ p. Falta mostrar que o resto p € D
é “pequeno”. Com efeito,

— A= (z+1y) — (m + ni)

™I
™[ Q

Reagrupando, obtemos:

= (z—m)+ (y—n)iouainda p=F[(x —m)+ (y —n)i

=D
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Assim sendo,

N (p) = N (B) [l = m|* + |y — n|’]

Por outro lado, |z —m|* < Tely— n|* < 1, portanto N(r) < N(8) como querfamos
demonstrar.

O

Observacgao 2.1 Observamos que em geral, ndo podemos garantir a unicidade do
quociente e do resto uma vez que tivemos escolhas ambiguas na demonstracao. O inteiro
mais préximo de 1/2 poderia ser escolhido 0 ou 1, indistintamente.

Exemplo 2.4 Sejam o = 17+ 13i € Z[i] e § = 3+ 4i € Z[i]. Vamos fazer a divisao
Euclidiana e determinar A, p € Z[i] tais que « = A\ + p e N(p) < N(f3). Primeiramente,
fazemos a3~! € C.

a 174130 (17+13i)(3—4i) 103 29

B 3+4i 25 T 25 25

Ou seja, © = % que implica m = 4 ey = —% que nos fornece n = —1 ou seja,

A =4—i. Por definicio p = a — A3 = 17+ 13i — (3+4i)(4—14) = 17+13i — (16+13i) = 1.

2.4.2 Inteiros de Eisenstein

27/3 ¢ C uma rafz ctibica primitiva da unidade, isto é w? +w + 1 = 0. Note

= w.

Sejaw =e
que w? = w!

Os inteiros de Eisenstein sao o dominio:

Zwl={a+bw|abeZ} CC.

Analogamente aos inteiros de Gauss, os inteiros de Eisenstein possuem uma conjugagao
que consiste na restricao da conjugacao em C:

a+bw=a+bw=a+bw’
Continuando as semelhancas, definimos a norma algébrica em Z[w] por
N(a+bw) = (a+ bw)(a + bw) = a* —ab+b* € Z,.

Novamente a norma é multiplicativa. Além disso temos o seguinte resultado que serd
demonstrado na proxima se¢ao.

Teorema 2.5 Os inteiros de Fisenstein 7 |w| sao um dominio euclidiano com ¢ = N.

Demonstragao:  Verifique agora ou espere a proxima secao. [
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2.4.3 Dominios do tipo Z[V/d]

Seja d um inteiro livre de quadrados, queremos investigar as propriedades aritméticas
dos dominios:

Z|Vd] = {a+bVd | a,be Z} C C.

Veremos nas proximas se¢oes que nem sempre tais dominios sao euclidianos, um dos
nossos objetivos centrais é discutir quais sao os possiveis d a fim que o dominio Z[\/E] seja
Euclidiano.

2.5 Divisibilidade em Dominios e mdc
Sejam D um dominio e «, 5 € D. Dizemos que [ divide «, notagdo f | a, se existir
v € D tal que a = 3. Caso contrario 51 « .

Caso trivial: se @« = 0 ou 8 = 0, entao a divisibilidade se trivializa. Com efeito, para
todo 8 € Z, temos S | 0 pois 0 = 0.8. Além disso nao existe o # 0 tal que 0 | « pois,
nesse caso, terfamos a = 0.y = 0.

A partir de agora vamos considerar «, 8 # 0.

Propriedades
1. Seuw € D* | entdo u | @ para todo a € D | pois a = u (u"'a). Tal fatoragao ¢ dita
fatoracao trivial.

2. Sev|fey|aex,y€ D,entdo vy | axr+ PBy.

De fato, a =va' e B =78 = ar+ fy =va'z +v6y = (alx + B/y).

3.Sea,f#£0ea | fef| a entio @« = uf(u € D*). Nesse caso o e [ sdo ditos
associados.

Notagdo: o ~ 3. Essa é uma rela¢ao de equivaléncia. (Verifique!)

Defini¢ao 2.8 Sejam D um dominio e o, 5 € D\ {0} . Um elemento 6 € D é dito um
mdc para «, ( se:

1.0 |aed|p;
2. 8¢ |aed |fentdaod |0
Observagao 2.2 O mdc nem sempre existe. Além disso, quando existe, so esta definido

a menos de associados. A classe dos dominios para os quais todo par de elementos possui
mdc contém a classse dos dominios de fatoragao tinica, como veremos mais adiante.

Lema 2.1 (Lema de Euclides) Seja D um dominio e o, € D\ {0} . Sejam ainda
A, p € D tais que o = BA+ p. Se existir mdc (B, p), entdo existe mdc (o, B) e além disso:

mdc (o, ) ~ mdc (3, p).
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Demonstragao:  Vamos mostrar que o conjunto dos divisores comuns de «, 5 coincide
com o conjunto dos divisores comuns de 3, « e o resultado segue. De fato, se § | e d | 3,
entdo 0 | p = o — BA. Reciprocamente, se 0 | 5 e d | p, entdo § | « = A+ p. O

Teorema 2.6 Seja (D, ) um dominio euclidiano. O algoritmo das divisoes sucessivas
entre o, 5 € D\ 0, fornece um mdc para o, 5.

Demonstracao:  Considere a = p_; e § = pg, dividindo « por 3, obtemos o = A+ p
e denotamos A\; = A e p; = p. Pelo lema de Euclides, mdc(p_1, po) = mdc(pg, p1). Se
B | a, entdo p = 0 e o algoritmo termina. Nesse caso, mdc(a, ) = . Caso contrario,
fazendo divisoes sucessivas, obtemos indutivamente p;11 e A\;y1 a partir da férmula

Pi1 = PiNiy1 + Piy1-

Pelo Lema de Euclides, temos:

de (Oé,ﬁ) ~ HldC (p(]?pl) ~ de (plap2) ~o

Note que deve existir £ € N tal que pxy1 =0 .

Com efeito, caso nao houvesse tal k, teriamos uma sequencia decrescente infinita de
naturais:

0 (p1) > (p2) > (p3) > ---

Isso é um absurdo.
Para tal k, temos 7, | rp_1 . Assim sendo, ry é um mdc(ry, 75_1).

U
Exemplo 2.5 mdc (z* — 1,23 + 22 + 2 + 1) € Q|z].
mdc(:c4—1,:c3+x2+:c+1) =+l +2+1.

Teorema 2.7 (Lema de Bézout) Seja (D, ¢) um dominio euclidiano e sejam o, 3 € D
e 6 = mdc(a, B), entdo existem x,y € D tais que:

azr + Py = 0.

Além disso, tais x,y podem ser efetivamente calculados por divisoes sucessivas.

Demonstracao: [O algoritmo estendido de Euclides]

Novamente, denotemos p_; = a e py = § Claramente, p_; = 1.a+0.b, assim definimos
x_1=1ey_; =0. Analogamente, ry = 0.a + 1.b, definimos o =0 e yy = 1.
Indutivamente, podemos definir p;11 e A1 a partir de divisoes sucessivas:

pi-1 = pPidi+1 + Pit1-
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Agora, indutivamente, se conhecemos p; 1 = ax;_1 + By;_1 e p; = ax; + Py; obtemos
Pit1 = Pic1—Pidiv1 = (i1 +PYi—1) = N1 (axi+By;) = o(@im1 —Nig1 ) +B(Yim1 — Aig1¥i)-

Finalmente, definimos Liv1 = Lj—1 — )\i—i-lxi € Yi+r1 = Yi—1 — )\i—l—lyi-
Sabemos que o algoritmo de FEuclides para o mdc termina quando rz,; = 0 sendo
rr, = mdc(a, #). Assim, obtemos x = z3 e y = Y, uma solugao da equagao original.

O

2.6 Elementos primos e irredutiveis

Nessa secao gostariamos de destacar dois conceitos muito importantes da aritmética
em dominios, a saber: os conceitos de elemento primo e de elemento irredutivel. Nos
Elementos, Euclides ja identificava essas duas propriedades para os interiros e entendia
a relacdo entre elas, mas nao foi além, lembramos que Euclides nunca se importou
com a unicidade de fatoracao tendo esta sido dada como certa por dois milénios sem
uma adequada demonstracao. Por outro lado, Gauss em seu Disquisitiones arithmeticae
compreendeu profundamente o papel que cada um desses conceitos desempenhava naquela
que ¢é a primeira demonstracao do assim chamado Teorema Fundamental da Aritmética
(da existéncia e unicidade de fatoragao nos inteiros). Como ele mesmo ressaltou, durante
séculos as pessoas utilizavam a unicidade da fatoracao em primos nos inteiros sem nunca
ninguém té-la demonstrado. Ele percebeu ainda que a unicidade da fatoracdo nao é
verdade em todos os dominios, como veremos no Exemplo

Sejam D um dominio e o, 8 € D, «, 8 # 0. Lembramos que 3 divide «, e escrevemos
f | «a se existir v € D tal que a = (v; essa é chamada uma fatoragio de o em D.
Claramente, se u € D é um elemento invertivel, entdo u | a para todo o € D, de modo
que uma fatoracio o = u(u"'a) é chamada fatoracao trivial.

Defini¢ao 2.9 Um elemento m# € D \ {0}, nao invertivel, é chamado irredutivel se s6
admitir fatoracao trivial.

Defini¢ao 2.10 Um elemento m € D \ {0} é um elemento primo se m nao for inversivel
e se 7 | aff implicar 7 | w ou 7 | 3.

Em primeiro lugar vejamos como se relacionam tais conceitos:

Proposicao 2.5 Sejam D um dominio e m € D. Se m é um elemento primo, entdo w é
irredutivel.

Demonstragao: Seja m = o8 uma fatoracao de . Devemos mostrar que tal fatoragao
é trivial. Como 7 | a8 e w é primo, entdo 7w | @ ou 7 | . Digamos que 7 | «, sem perda
de generalidade, ou seja, o« = wA. Dai m = 7AfS e como 7 # 0 e D é um dominio, obtemos
BA =1 que implica que [ é invertivel como queriamos demonstrar. []
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Exemplo 2.6 Considere o dominio D = Z[v/5] = {a + b\/5 | a,b,€ Z}. Considere as
seguintes fatoracoes de 4 = 4 4 04/5.

(2+0V5) (24 0V5) = 4+ 0v5 = (1 +V5)(—1 +V5).

E facil verificar que 2 € D ¢é irredutivel, por outro lado, 21 (14 v/5) e 24 (—1 4 v/5) que
mostra que 2 nao é primo em D.

Observacao 2.3 Nos inteiros, a demonstragao usual da equivaléncia entre os conceitos de
irredutivel e primo se utiliza do Lema de Bezout, que diz: dados a,b € Z e d = mdc(a, b),
existem inteiros z,y tais que axz + by = d. Em dominios em que vale uma relagao tipo
Bézout temos a reciproca da proposigao [2.5] Se o dominio D for euclidiano, entdo é
possivel fazer um algoritmo estendido de Euclides, que é uma relagao de Bézout e concluir
a equivaléncia entre os conceitos de primo e irredutivel. Como vimos no Exemplo
anterior existe uma relagao entre a nao equivaléncia desses conceitos e a possibilidade de
multiplas fatoragoes nao equivalentes para um mesmo elemento.

2.7 Ideais em um anel

Sejam A um anel e I C A um subconjunto. Dizemos que I é um ideal de A se:

(i) 0 € I
(ii) z,ye I = x+y € I;

(ii) € [,a€e A= ax € I.
Exemplo 2.7 Seja A um anel, os seguintes ideais sdo chamados triviais.

1. 0 ={0} C A (Ideal Nulo);
2. A C A (Ideal Total).

Um ideal ndo trivial I C A satisfaz 0 C I C A.

Proposicao 2.6 Sejam A um anel e I C A um ideal. Se existir u € A* (elemento
inversivel) tal que u € I | entao I = A .

Demonstragao:  Por definicao, I C A, falta mostrar que A C I. Seja a € A, escreva
a=u(u"'a) como u € I obtemos a € I e o resultado segue. [J

Corolario 2.3 Seja K um corpo. Os unicos ideais de K sdo os triviais.

Demonstragao: Seja I C K um ideal. Se I C K é um ideal nao nulo. Existe x € I,
x # 0. Como K é um corpo, x é inversivel, logo [ = K. [J
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Os corpos sdao desinteressantes do ponto de vista aritmético.

Quando o anel A ndo ee um corpo, sempre existem ideais nao triviais. O primeiro
tipo de tais ideais sao os ditos ideais principais, gerados por um elemento nao nulo e nao
inversivel.

Defini¢ao 2.11 Sejam A um anel e a € A, o conjunto [ = aA = (a) = {ak | k € A} ¢
um ideal de A chamado ideal principal gerado por a.

Claramente (0) =0 e se u € A* ¢ um elemento inversivel, entao (u) = A.

Caso contrério, a # 0 e a ¢ A*, entao 0 C (a) C A.
Exemplo 2.8 Ideais nao triviais em Z.

1. O conjunto dos niimeros pares é um ideal em Z.

e 0€ [l pois0=2.0;
o x,y €1l ,entdo x =2k, y = 2q, logo x +y = 2(k + q);
e v€l,a€Z,x=2klogo ax = a(2z) = 2(ak) € 1.

2. Em geral, dado n € Z, o conjunto nZ = (n) = {nk | k € Z} é um ideal principal de
Z, chamado ideal gerado por n.

e 0 enZ pois 0 =n.0.
e r,yenZ ,x=nk,y=nqg,logor+y=n(k+q)emZ.
e xE€NZ,neZ,x=nklogo ar = a(nk) = (ak) € nZ.

Além disso, todos os ideais de Z sao da forma nZ, ou seja, sdo principais. Assim, Z é
um Dominio de Ideais Principais (DIP)

2.8 Ideais Finitamente Gerados

Sejam A um anel e aq, as, ..., a, € A. O conjunto
(a1,...,an) ={aqz1 + ... + apx, | x; € A}

é um ideal de A. Dizemos que esse é o ideal gerado por {ay, ..., a,}.
Proposicao 2.7 [ = (ay,...,a,) C A é um ideal de A.
Demonstracao: De fato,

(i) 0 € I.
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(ii) Se z,y € I = x+y € I. Com efeito,

T =Q1T1 + ...+ Q,Tp;

y:ﬁlx1++ﬁn~rn

Portanto

r+y= (a1 +p)r1+ ...+ (an+ Bn)x, C 1.

(iii) Sex € I, € A, entdo ax € I.
axr = (ao)ry + ... + (aay,)z, € 1.
O

Observacao 2.4 Eventualmente um ideal que é dado por um conjunto de n elementos,
poderia ser gerado por uma quantidade menor de elementos.

Caso Especial: Seja D um dominio e sejam «, 3,7 € D. Suponhamos que o ideal
gerado por «, § possa ser gerado por v, apenas, isto é: («, 3) = (). Vamos interpretar
essa igualdade.

Primeiramente, a, 8 € (7) C D < v | a e | 8. Nesse caso v | ar + Sy quaisquer que
sejam x,y € D.

Por outro lado, v € (o, 8) C D < v = ax + [y, para alguns z,y € D. Note que se
Y laeq | B, entdoy | oz + By =1.

Assim, concluimos que v é um mdc para « e 5.

Definicao 2.12 Um anel A é dito Noetheriano se todos os seus ideais sio finitamente
gerados.

Teorema 2.8 Seja A um anel. Sao equivalentes as sequintes condigcoes:

(i) A € Noetheriano;

(ii) Toda cadeia ascendente de ideais em A
LCcLcC...

¢ estaciondria, isto é, existe k tal que Iy, = Iy 1 = ...

Demonstracdo:  Ver [ATIYAH|. O
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2.9 Dominios de Ideais Principais

Um dominio D ¢ dito dominio de ideais principais (DIP) se todo ideal em D for da
forma I = aD para algum o € D.

Em um DIP, dados «, 5 € D, existe v € D tal que («, ) = () logo v = mdc(«, 5
e além disso, existem z,y € D tais que ax + By = 7. Ou seja um DIP é um ambinte
no qual sempre vale uma relagao tipo Bezout. Nesse caso, vamos ver que todo elemento
irredutivel num DIP é primo.

Teorema 2.9 (DE = DIP) Todo dominio euclidiano ¢é um dominio de ideais
Principais.
Demonstracao:

Seja o € I, # 0 um elemento tal que ¢ (a) € Z; é minimo. Vamos mostrar que
I = aD). Por um lado, a € I nos fornece («) C I. Falta mostrar que I C («).

Seja 8 € I, queremos mostrar que 3 € («), ou seja « | 5. Fazendo a divisdo euclidiana
de 8 por a, obtemos A, p € D tais que ¢(p) < ¢(«) desde que p # 0. Por outro lado,
p=0—a\peleacl=a\ecllogop € I, pela minimalidade de ¢ («), nao
podermos ter ¢ (p) < ¢ («), portanto p = 0. Dai I = («). O

Exemplo 2.9 Vamos ver na proxima secao que todo DIP é Dominio de fatoracao tinica.
Por outro lado, o Dominio D = Z [z] é de fatoragao tinica mas nao é um dominio de ideais
principais.

Com efeito, sejam f = 2,9 = x € Z [z], sabemos que um mdc(2,z) = 1 (verifique).
Por outro lado, nio existem f, §€ Z [x] tais que 2f + zg = 1.

De fato, suponhamos, por absurdo, f = ag + a1 + - - - + ana”
g=0by+bix+---+0b,z" tal que

20f +2g=1,facaxz =0

2f(0)+ (0) =1 (3)

2ag = 1 que é um absurdo para ag€ Z.

O ideal (2,2) nao é principal em Z [z] .

Proposigao 2.8 (DIP: Irredutivel < Primo) Num DIP todo elemento irredutivel é
primo, assim, os conceitos de primo e irredutivel coincidem.

Demonstracgao: Seja @ € D um elemento irredutivel, digamos que o | 8y e a 1 5.
Sendo « irredutivel em D, temos mdc(a, ) = 1. Como D ¢é um DIP, temos a seguinte
igualdade de ideais (o, ) = (1) = D. Assim, existem z,y € D tais que az + fy = 1.
Multiplicando por 7y, obtemos ayx + vy = -, dai, concluimos que « | v uma vez que
a | By, por hipdtese.
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2.10 Dominios de Fatoracdo Unica

Os dominios de fatoracao tunica sao o ambiente adequado para resolver equagodes
Diofantinas via fatoracdo. A fim de evitar patologias indesejadas, vamos sempre supor
que os dominios sejam Noetherianos.

Definicao 2.13 Dizemos que um dominio Noetheriano D é um dominio de fatoracao
unica (DFU) se para todo o € D com o # 0 e v & D*, ewistirem elementos irredutiveis

T,y Ty € D tais que o = 7wy ...m,, € além disso, tal fatoracao seja essecialmente
unica, a menos de permutacdo e associados, isto €, se houver outra fatoragdo desse tipo,
Q=T...Typ, entdo m =n e a menos de permutacao m; ~ 7; para todo i =1,...,n.

Proposicao 2.9 (Existéncia de fatoracao) Seja D um dominio Noetheriano. Entao
todo elemento nao nulo de D que ndo € inversivel pode ser escrito como um produto finito
de elementos irredutiveis.

Demonstracao:  Considere o seguinte conjunto:
S={0}uD*U{a € D | «éproduto de um nimero finito de elementos irredutiveis}.

Suponhamos que S # D e seja a € D\ S, como « nado é zero nem inversivel e nem
irredutivel, podemos escrever a = v em que 3, nao sao nulos e nem inversiveis. Assim,
B,7 | @, mas nem /3 e nem 7y sdo associados a a. Além disso, 5 € D\ Sou~y € D\ S
pois caso contrario, se 3,7 € S, entao @ = [y € S. Podemos entao construir, por
indugao, uma sequéncia (o) tal que a3 = a e a, 41 | @, mas nao sao associados. Seja
I ={6€ D | «| 6 para algum n}. Afirmo que I é um ideal de D e que o mesmo
nao é finitamente gerado (verifique). Isso é uma contradigdo pois A é Noetheriano. Dai
concluimos que S = D e o resultado segue. [J

Proposicao 2.10 (DFU: irredutivel < primo) Seja D wum dominio Noetheriano.
Entao sdo equivalentes as sequintes afirmacoes

(i) D € um dominio de fatorag¢ao unica;

(ii) Todo elemento irredutivel de D é primo.

Demonstracao: Sejam D um DFU e 7 € D um elemento irredutivel. Vamos mostrar
que 7 é primo. Suponha que 7 | 87, entdo existe § € D tal que Sy = 7d escrevendo a
fatoragao em irredutiveis de 8 e y e usando a unicidade da fatoracao é facil ver que 7 | 3
ou 7 | v uma vez que 7 é um elemento irredutivel que necessariamente pertence a uniao
das fatoragoes.

Reciprocamente, suponha que todo elemento irredutivel de D seja primo. Como cada
elemento de D possui fatoracao em irredutiveis, s nos resta mostrar que tal fatoragao é
Unica, a menos de ordem e de associados.

Suponha que o € D possui duas fatoragoes em irredutivies.

T1...TMp = =T1...Tm,-
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Como em D todo irredutivel é primo, m; é primo e como 7 | 71 ... 7, podemos supor,
sem perda de generalidade que m; | 73. Por hipétese 71 é irredutivel, logo m e 71 sdo
associados.

Supondo n < m e usando o argumento anterior para cada um dos irredutiveis
T, ..., Ty, Obtemos m = 71,...,m, = T,. Queremos concluir que m = n. Se nao for
0 caso, entao m > n e temos

Tn+l---Tm — U.

Nessa fatoragao u ¢ um invertivel e isso implica que os 7; s@o invertiveis para j =
n+1,...,m que é¢ um absurdo. Logo concluimos que m = n e a unicidade segue. [J

Corolario 2.4 (DIP = DFU) Todo dominio de ideais principais é dominio de
fatoracao unica.

Demonstracao: Primeiramente, note que todo DIP é Noetheriano, assim, a existéncia
de fatoracgdo segue da Proposicao 2.9 Nos resta mostrar a unicidade de fatoragao. Pela
Proposicao [2.8, sabemos que num DIP os conceitos de primo e irredutivel coincidem,
portanto, pela Proposicao [2.10] a unicidade segue.

Da mesma forma que se faz nos inteiros, podemos organizar a fatoracao de um elemento
a € D da forma a = unf' ... 15" em que cada um dos m; nao sao associados e u € D*.
Além disso, dados «a, f € D podemos utilizar os mesmos irredutiveis em ambas fatoragoes.
Para isso, consideramos expoentes nulos caso um irredutivel divida apenas um dos dois.

Proposicao 2.11 Sejam o, € D\ 0 com «, 5 ¢ D* fatorados como o« = uni'...wé" e
g = vw{l ...l em que u,v € D* e com e;, f; > 0. Entdo:

1. B| « se, e somente se, f; < e; para todo1=1,...,n;
2. Seja M; = max{e;, f;} e m; = min{e;, f;}. Entdio
(a) mde(a, B) ~ w"™ ..o

n

(b) mmc(a, B) ~ w1t M

Em particular, af ~ mdc(a, 5) mme(alpha, ().

Demonstragao:  Verifique! [J

Terminamos a se¢ao enunciando o Teorema de Gauss.

Teorema 2.10 (Teorema de Gauss) O dominio Z[X] é um Dominio de fatoragdo
unica.

Demonstracao:  Ver [GARCIA] Pagina 48 Teorema I1.3.1. [
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2.11 Dois lemas uteis em um DFU

Em teoria dos ntimeros classica o proximo resultado é conhecido como o Lema ab = cd,
aqui seria algo como o lema af = 9.

Lema 2.2 (Lema ab = cd) Seja D um DFU e sejam «, 3,7, € D elementos nao nulos
tais que aff = vd. Entao existem x,y,z,w € D tais que o« = xy, f = 2w, v = x2 €
d = yw, além disso, mdc(y, z) = 1.

Demonstracgao: Seja K o corpo de fragoes de D. Como % = % e D é um DFU,
sabemos que existe uma representacao irredutivel da fragao, digamos % = % = ¥ com

mdc(y, z) = 1. Agora temos az = yy que implica z | 7, logo v = xz para algum = € D e
0z = Py que nos fornece z | 5, portanto f = zw para algum w € D. O resultado segue
imediatamente. [J

Exemplo 2.10 (IMO-SL-78) Prove que para quaisquer inteiros positivos z,y, z tais
que zy — 22 = 1 podemos encontrar inteiros nao negativos a, b, ¢, d tais que = a® + b,
y=c2+d*ez=ac+bd.

Vamos escrever xy = 2% + 1 e fatorar em Zli], inteiros de Gauss, que sabemos ser
um DFU. Temos vy = (z +1)(z — i), assim, pelo Lema existem inteiros Gaussianos
a, B,7,0 tais que x = af, y =70, z+1i=ay ez —i= 9.

Vamos escrever a = ay +ast, B = by +bst, v = c1 + ot e § = dy +dsi. Primeiramente
note que mdc(ay,az) = mdc(by,be) = mdc(cy, c2) = mde(dy,dy) = 1. Com efeito, se
existisse p € Z um primo tal que p | mde(ay,az), entdao p | z+ 1 € Zi] que é um absurdo.
As outras igualdades sdo similares.

Nessas condigoes, como aff = x, devemos ter = q& para algum q € Q, escrevendo

q = " obtemos nf = ma dai mde(nby, nby) = mde(may, maz) e portanto m = n logo
B8 = a. Analogamente, v = 4. Seque diretamente que v = aff = aa = a? + a3,
y=dd = d? + d3 e apds algumas continhas encontramos z = ayd;y + asds.

O proximo lema é bastante elementar deixamos a demonstragdo ao leitor (usar a
fatoragao tnica).

Lema 2.3 Seja D um DFU e sejam o, B,y € D\ 0 com o, B,y & D*. Se aff =~" para
algum n € Z com n > 2, e mdc(a, B) = 1, entao existem 11,75 € D e u € D* tais que

a=utl, b=u"l1d ey =TTo.

Exemplo 2.11 (Ternas pitagdricas) Sejam a,b,c € Z inteiros coprimos tais que
a’> = b* + 2. Entdo b,c tem paridades distintas, digamos b ¢ fmpar e ¢ é par, além

disso, existem inteiros coprimos m < n tais que a = n? +m?, b=n? —m? e c = 2mn

Primeiramente note que mdc(a,b) = mdc(a,c) = mdc(e,b) = 1 e que a primeira
assercao € elementar.

Fatorando em Z[i], temos a®> = (b+ci)(b—ci). Vamos mostrar que mdc(b+ci, b—ci) = 1
para utilizar o lema. De fato, seja 6 = mdc(b+ ci,b — ci), pelas propriedades do mdc,
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temos § | 2b e 6 | 2c em Z[i]. Como mdc(b,c) =1 em Z, é facil ver que mdc(b,c) = 1
em Zl[i]. Dai seque que 0 | 2, mas sabsmo que 6 = 2 é impossivel uma vez que b e ¢ tem
paridades distaintas. Vamos mostrar que 6 = 1. De fato, suponhamos que § # 1, entdo
§ ~ 1+1, donde concluimos que 1+ | b+ ci, que implica 2 | b* + ¢, absurdo.

Logo, b+ ci,b — ci sdo coprimos em Zli], e portanto, existem m,n € Z tais que
b+ ci = u(n+mi)%. Como Z[i|* = {£1,+i} (verifique), podemos supor, a menos de uma
reordenagao que b+ ci = (n +mi)> = n? —m? + 2mni e o resultado seque.

2.12 Exercicios

1. Mostre que Z/nZ é um corpo se, e somente se n = p é um niumero primo.

2. Mostre que todo dominio finito é um corpo. Sugestao: Se D é um dominio com um
numero finito de elementos, seja a € D\ {0}. Defina p: D — D p(z) = ax. Mostre
que a fungdo p ¢é injetiva e conclua que a mesma é sobrejetiva. Conclua que a é
inversivel e portanto, D é um corpo.

3. Em cada um dos itens abaixo, determinar o quociente e o resto da divisdao de f por
g, em que f,g € K[X]. Em seguida prossiga com o processo de divisoes sucessivas
de modo a obter um polinémio d = mdc(f, g) (Algoritmo de Euclides). Encontrar
polindémios a = a(X) e b = b(X) tais que af + bg = d.

(a) f=X°+1,9=X"-1,K=0Q;

(b) f=X3-2X?+1,9g=X?-3K=Q;

() f=X'"+X?+1,9g=X?-1,K=Zs;

(d) f:X5—2,g:£L'2—\5/Z,K:R;

() f=X*—X%2+1,9g=X+1i, K=C.

4. Em cada um dos itens abaixo, determinar o quociente e o resto da divisao de «
por 3, em que o, € D, com D dominio euclidiano. Em seguida prossiga com
o processo de divisoes sucessivas de modo a obter ¢ = mdc(a, 8) (Algoritmo de
Euclides). Encontrar z,y € D tais que ax + fy = 0.

(a) D="7Z[i], « =14 —3i e § = 4+ bi;
(b) D=7Z[i], a =4+3ie=—-2+11i;
(¢c) D=2Zw], «a =23+ 6we =2+ 3w.

5. Seja K um corpo e K[X] o anel de polinomios sobre K. Mostre os seguintes
resultados:

(i) Dados a € K e f € K[z], entdo f(a) = 0 < (x — «a) | f em K[z], isto é,
f=(x—a).q, com q € K[z].
(ii) Um polindémio de grau n, f € K|[z], admite, no maximo, n raizes em K.

(iii) Seja K um corpo infinito e f € K[z| um polinémio tal que f(a) = 0 para todo
a € K. Mostrar que f = 0 é o polindmio nulo. Dar exemplo, em um corpo
finito, de um polindmio nao nulo que satisfaz a propriedade requerida.
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10.

(iv) Se a € K é raiz de um polindomio f € K[z], e se (x —a)™ | f e (x — )™ { f,
dizemos que « é uma raiz de f com multiplicidade m. Mostre que se ay, ...,

ay sao todas as raizes de f em K, com respectivas multiplicidades my, ..., my.
Entao f = (x — ay)™...(x — ag)™g em que g € K[z] e g(a) # 0 para todo
a € K.

. Mostre que

(a) Z nao admite subanéis préprios.

(b) Existem subanéis préprios de Q distintos de Z. Todo subanel de Q contém Z.

Seja a € C, dizemos que « é algébrico se existir um polindmio com coeficientes
racionais tal que f(a) = 0. O polinémio minimo de a é o polindbmio moénico de
menor grau tal que f(a) = 0. Quando o polinémio minimo tem coeficientes inteiros
dizemos que o numero ¢ um inteiro algébrico. Encontrar, se existir, o polinémio
minimo de cada um dos ntimeros abaixo:

@Vv2 (V3 (VZ+1 (@V2 (Y Hr  (g)i-V2

. Defina o produto de dois ideais e compare com a intersecao mostrando a relagao

entre os mesmos e um exemplo em que nao coincidam.
Seja A um anel e I, J C A dois ideais de A.

(a) Mostre que I NJ é um ideal de A4;
(b) Mostre que se A é um DIP e [ = (a) e J = (b). Entao

InJ={0} < mdc(a,b) = 1.

Seja D um dominio. Imite a construcao dos racionais a partir dos inteiros para
construir o corpo de fragoes de D, um conjunto de classes de equivaléncias de pares
de elementos em D:

K—{ghxﬁeDﬁ#O}

Com a relagao % = 1 se, e somente se, «d = 3v. Defina a soma e o produto em K

e mostre que K é um corpo que possui uma cépia de D como subanel.
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3 Dominios de inteiros quadraticos

3.1 Corpos quadraticos e seus anéis de inteiros

Um corpo K, de caracteristica zero, ou seja, Q C K, é dito um corpo quadratico se
dimg K = 2. Seja d € Z um inteiro livre de quadrados. Todo corpo quadréatico pode ser
identificado com um corpo do tipo

K =Q(Vd) ={z+yVd|z,y € Q}.

Em um corpo quadratico Q(\/;l) vamos considerar o automorfismo de conjugacao.

(): K=K

Dado a = z + yv/d € K, definimos @ = = — yv/d. Segue, naturalmente da definicio, as
seguintes propriedades da conjugacao.

(i) a€eQ <= a=q
(i) a+p=a+p,
(iii) af =ap.
Definimos a norma de o« € K por N(a) = aa@. Naturalmente a norma satisfaz

N(af) = N(a)N(f).
O trago de a € K ¢é definido por T'(«) = a+ @. Note que N(«),T(a) € Q.

Definigio 3.1 Seja o € Q(vV/d), dizemos que a é um inteiro quadrdtico de Q(\/d) se
existirem inteiros a,b € Z tais que o + aae +b = 0.

Observagao 3.1 Note nessa definicio que todo inteiro a € Z é um inteiro quadrdtico e
que um racional g € Q € inteiro quadrdtico em K se, e somente se, q € Z.

Proposicio 3.1 Seja o € Q(Vd), entio temos a? — T(a)a+ N(a) = 0. Além disso, o
¢ um inteiro quadrdtico se, e somente se, N(a), T(«) € Z.

Demonstragao: Qualquer que seja a € K| temos @ = T(«) — « portanto N(a) =
a(T(a) — a) que resulta na expressao o —T'(a)a+ N(a) = 0. Assim, se T(a), N(a) € Z,
entao a ¢ um inteiro quadratico. Reciprocamente, se o ¢ um inteiro quadratico entao
existem inteiros a, b tais que o + aa + b = 0, é facil verificar que T'(a) = —a e N(a) = b.
U

Observacgao 3.2 E ficil verificar que todo elemento da forma o = a+bvd € Z[\/E] ¢ um
inteiro quadrdtico. Com efeito, N(a) = a®> — db* e T'(a)) = 2a. Por outro lado, em alguns
casos existem outros inteiros quadratios em K como mostraremos no proximo exemplo.
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Exemplo 3.1 Seja K = Q(v/5) e a = 1+2\/5; como T'(a) =1 e N(a) = —1, entdo o €
um inteiro quadrdtico em K.

Definicao 3.2 Definimos o dominio de inteiros quadrdticos de Q(\/E) por

O(Vd) = {a € QW) | « é inteiro quadritico}.

Verifique que realmente (9(\/3) ¢ fechado para a adigdo, para o simétrico e para a
multiplicagdo, sendo realmente um dominio. Como haviamos comentado anteriormente,
temos as seguintes inclusoes

ZIVd) ¢ O(Vd) c Q(Vd).

Em geral, anéis de inteiros de um corpo de niimeros (nao necessariamente quadraticos)
sdo ditos integralmente fechados. Em particular, quando vale a igualdade O(v/d) = Z[/d],
dizemos que Z[v/d] é integralmente fechado (IF).

Observacao 3.3 Temos as sequintes implicagoes:
DE = DIP = DFU = IF.

Nenhuma das reciprocas € verdadeira em geral.

Exemplo 3.2 O(v/5) = Z[lz—\/g] C Q(/5). De fato, a inclusio Z[HT‘@] C O(V5)

seque diretamente do fato que 1+2‘/5 € O(V5). Para mostrar a inclusio reversa, seja

a =p+qV/s € OKW5) com p,q € Q. Pela Proposicio Ta) = 2p € Z e
N(a) = p* —5¢*> € Z, logo p = % com a € Z e portanto 2q € Z que nos dd q =
com b € Z e o resultado segue.

e
NS

Note, em particular, que Z[\/g] nao € um dominio de fatoragdo unica. De fato, nos jd
sabiamos disso.

22=4=(V5-1)(V5+1).

O elemento 2 € irredutivel em Z[\/g] mas nao € primo.
Em geral temos o seguinte lema.

Lema 3.1 Se a = p+ ¢/d € OKd), com p,q € Q e d livre de quadrados, entdo
2p,2q € 7.

Demonstragao: De fato, pela Proposigao 3.1} temos T(a) = 2p € Z e N(a) =
p? — d¢*> € Z. Assim, temos 4N(a) = (2p)? — d(2q)®> € Z que implica d(2¢)* € Z.
Suponha, por absurdo, que 2q ¢ Z, entdao 2¢ = m/n com m,n € Z coprimos. Temos,
portanto d(2¢)* = d(%)* = d:’;—j € Z. Como m,n sao coprimos, n? | d que é um absurdo
uma vez que d é livre de quadrados. [

Estamos agora em condigoes de enunciar o teorema principal da segao.
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Teorema 3.1 Seja d € 7Z um inteiro livre de quadrados. Entao:

(i) Sed=2,3 (mod 4), entio O(V/d) = Z[\/d);
(ii) Sed=1 (mod 4), entio O(Vd) = Z[Y4).

Demonstracao:

(i) Como j& observamos, Z[v/d] € O(v/d). Seja agora o = a+bv/'d € O(v/d) e suponha
que a ¢ Z. Pelo Lema , 2a € 7 é impar. Ainda pelo Lema , N(a) € Z que
implica 4N (a) = (2a)? — d(2b)? é multiplo de 4, daf d(2b)> = 1 (mod 4) que implica
2b impar e portanto d = 1 (mod 4) que nao é o caso. Resta provar que b é inteiro
(verifique).

(ii) Primeiramente vamos mostrar que Z[#] C O(Vd). De fato, se a € Z[1Y4],

)
entdo o = a + bHQﬂ = 2“+b;b‘/g = p+g‘/‘7 com p,q € Z e p=q (mod 2).

Seja agora a = a + b\/d € (9(\/3) e suponha que a € Z. Pelo Lema , 2a,2b € 7.

Assim o = %2‘/&, nesse caso, p,q seriam impares e N(«a) € Z logo a € Z[%].

Reciprocamente, se o = a + bv/d € O(V/d) e a ¢ Z, pelo Lema , 2a € 7. é impar
e N(a) € Z que implica 4N (a) = (2a)* — d(2b)* é multiplo de 4, daf d(2b)* = 1
(mod 4) que implica 2b impar. Escrevendo 2a =2p+ 1 e 2b=2q¢+ 1 com p,q € Z,
obtemos a + bv/d = p + ¢v/d + 1+2\/& € Z[IJ’Q‘@] e o resultado segue.

0

3.2 Dominios Quadraticos Euclidianos

Inicialmente considere o seguinte Lema.

Lema 3.2 Seja d € Z um inteiro livre de quadrados. Suponha que o dominio de inteiros
quadrdticos O(v/d) satisfaz a sequinte condicio: dado v € Q(\/d) existe 5 € O(Vd) tal
que | N(y = 6) |< 1. Entdo O(/d) é um dominio euclidiano com respeito a o =| N() |.

Demonstragcao:  Suponha que O(\/E) goza da propriedade supracitada, entao vamos
mostra que ¢ um dominio euclidiano. Com efeito, Sejam «, 5 € (9(\/3) com [ # 0. Em
Q(V/d), temos v = a8~ logo existe § € O(V/d) tal que N(aB~ ' —§) < 1. Vamos tomar
0 como quociente e definir p = o — 4 € (’)(\/c_l) como resto. Claramente, « = 80 + p e
N(p) = N(a — 38) = N(9)N(af~" — §) < N(B). O

Agora estamos em condi¢oes de demonstrar o seguinte teorema, que caracteriza os
valores negativos de d para os quais O(\/E) ¢ DE e encontra varios valores positivos
cumprindo tal condicao. Esses valores positivos nao sao todos.

Teorema 3.2 Seja d € 7Z wum inteiro livre de quadrados. O dominio de inteiros
quadrdticos O(\/Zl) ¢ um dominio euclidiano com respeito a norma para

de{-11,,-7,-3,-2,-1,2,3,5,6,7,11,13}.
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Demonstracao: Nossa demonstracao nao funciona para d = 6,7,11. Deixamos ao
leitor a verificacao desses casos especiais. A demonstracao se faz separadamente, em casos.
Vamos considerar o primeiro caso, suponha d Z 1 (mod 4), nesse caso, d € {—1,—2,2,3}
e O(Vd) = Z[V/d]. Dado v = z+yv/d com z,y, € Q, existem r, s € 7Z tais que | z—r |< 1/2
e|y—s|<1/2. Seja § =r + sv/d, entdo

1+ | d|
4

NG = 8) < (= )+ [ d] (y— s < <L

{=3,-7,-11,5,13} e O(\/d) = Z[lgﬂ]. Seja v = = + yv/d com z,y, € Q, existem
r,s € Z tais que | 20 — 7 |[< 1/2 e | 2y — s |[< 1/2. Defina § = £ + $v/d € O(V/d). Temos

assim

No segundo caso, suponha d < 13 e d = 1 (mod4), nesse caso, d €

14+ | d|
16

[ N(y=0)[< (@—r/2)"+]d]| (y—s/2)" < <1

O

Além disso temos o seguinte resultado cuja demonstragdo foge aos interesses desse
curso.

Teorema 3.3 Seja d < 0 um inteiro livre de quadrados, entdo (9(\/3) ¢ dominio
euclidiano se, e somente se:

de{-1,-2,-3,—7,—11}.

Demonstracdo:  Ver [STEWART].

Existem dominios quadraticos euclidianos com respeito a outras funcgoes e existem
dominios quadraticos que sdo de fatoracao tinica sem ser euclidianos.

Os dois seguintes teoremas fogem aos objetivos do curso, os deixo enunciados por
completude. As demonstragoes de tais resultados podem ser encontrados em [STEWART].

Teorema 3.4 Seja O(\/d) um dominio de inteiros quadrdtico. Entio O(v/d) é wum DFU
se, e somente se, O(V/d) é um DIP.

Teorema 3.5 Seja d < 0 um inteiro livre de quadrados. FEntdo o anel de inteiros
quadrdticos O(\/d) é um DFU se, e somente se:

de{-1,-2,-3,—-7,—11,-19, —43, —67, —163}.

3.3 Elementos inversiveis e equacoes de Pell-Fermat

Seja d € 7Z um inteiro livre de quadrados. Um elemento u € O(\/;l) é inversivel se
existir u~! € O(V/d) tal que uu~"' = 1.

Lema 3.3 u € O(v/d) ¢ inversivel se, e somente se, | N(u) |= 1.
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Demonstracao:  Se N(u) = £1, entdo u(£u) = 1, logo u é inversivel. Reciprocamente,
se u ¢ inversivel, entdo existe v tal que uv = 1, tomando normas, temos N(u)N(v) =1e
o resultado segue uma vez que N(u), N(v) € Z. O

Teorema 3.6 Seja d < 0 um inteiro livre de quadrados. Entao

1. Z[i* = {£1, +i};
2. Zlw]* = {£1, w, +w?};
3. O(Wd) ={£1} sed# —1,-3
Demonstracao: Os casos 1 e 2 sdo clédssicos, note que Z[i] = O(vV—1) e Z|w] =

O(+/—3). Deixamos a verificagao desse caso ao cargo do leitor. A demonstragao do caso 3
deve ser separada em duas partes, vamos considerar apenas o caso em que d Z 1 (mod 4).

Nesse caso, considerando ¢ = —d > 0 obtemos x? + cy? = 1 cuja tnica solucao interira é
a trivial x = +1.
O

Observagao 3.4 No caso em que d > 0 e d # 1 (mod 4) a condicdo N(z) = £1 ¢é
equivalente a equacao Diofantina de Pell-Fermat 22 — dy? = £1.

Exemplo 3.3 Considere a equagao
? -2yt =1

uma solucdo nao trivial é (3,2) que corresponde ao elemento inversivel o = 3 + 2v/2 €
Z[v/2] que é maior que 1 e minimal. Suas poténcias sdo: a? = 17+12v/2, a® = 99+ 70v/2,
ot =577 +408v/2, ...

que dao origem as seguintes solugoes da equagao de Pell-Fermat: (17,12), (99,70),

(577,408), ...

Note que que (z — yv/2)(z + yv/2) = 1 nos fornece
x 1 1
Y. DU S
Y y(x+yv2) ¥

Assims sendo, quando x,y, — oo, o racional 5 vai ser uma boa aproximacao de /2. Esse
fato foi usado em antigos textos sagrados do Hinduismo para aproximar v/2 a fim de
construir templos. Surpreendentemente, a aproximacgao utilizada era

577
2~ — =1.41421 27. ..
108 568627

Em notagao decimal encontramos 5 casas decimais corretas nessa aproximagao.

Teorema 3.7 (Dirichlet) Seja o € R wm nidmero irracional. Entdo existem infinitos
inteiros x,y, y > 0 tais que % ¢ uma fragdo irredutivel e

T 1
Yy Yy
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Uma demonstracao simples do teorema de Dirichlet esta sugerida nos problemas.
No caso quadratico mostraremos que o teorema de Dirichlet é equivalente ao teorema de
Euler sobre as solugoes das equagoes de Pell-Fermat.

Proposicao 3.2 Seja d > 0 um inteiro que nao é quadrado. Entdo sao equivalentes:

(i) Ezistem infinitos inteiros positivos x,y tais que x> — dy* = 1;
(ii) Ezistem infinitos inteiros positivos x,y tais que | e Vd|< y%;

(iii) Existe m > 0 para o qual existem infinitos inteiros positivos x,y satisfazendo
2 2
r*—dy*=m

Demonstracdo: A primeira implicagdo, (i) = (ii) é clara pois, para cada solugdo em
inteiros positivos de 22 — dy? = 1 obtemos:

€T 1
SVl ——— <« .
’y | ylxz +Vdy) Y

Assim, o resultado segue.

A segunda implicacdo, (i) = (i) serd demonstrada por reducdo ao absurdo.
Suponhamos, por absurdo, que nao exista natural m tal que z? — dy?> = m possua uma
infinidade de solugdes em inteiros positivos. Para nds é suficiente considerar x,y para os
quais | .- Vd | 4? < 1 que implica 2 < 2v/d + 1 (por hipétese ha uma infinidade de
tais x,y). Observe que existe, apenas uma quantidade finita de naturais n para os quais

v Vd |= y(ﬁnﬁy) < y% De fato, nesse caso n < %\/8 =5+ Vd < 14 3+/d. Supondo

a existéncia de um ntimero finito de solu¢des em inteiros positivos de 22 — dy? = n para
cada n, como ha somente um niimero finito de valores de n que nos interessam, chegamos
em uma contradicao.

Vamos mostrar agora a terceira implicagao, isto é, (i7i) = (7). Dado que existem infinitos
x,y € 7 tais que 2% — dy* = m, existe uma infinidade deles satisfazendo z = 2/ (mod m)
ey =y (mod m). Sejam o = = + yVd e o/ =2’ +y/V/d, como ambos possuem a mesma
norma N(a) = N(a/) = m, entdo o/’ € Q(v/d) tem norma unitaria. Falta mostrar que
ajo’ € Z(\/d), de fato,

o 2 +yd N(o) m

o _atyVd _ (r+yVd)( —y'Vd) _ (e —dyy) + (2'y — 2y)Vd

Por hipétese x = 2/ (mod m) e y = ' (mod m), portanto zz’ — dyy’ = 2> — dy? = 0

(mod m) e 'y — 2y’ = zy — xy = 0 (mod m) logo m | 2’ —dyy’ e m | 2’y — 2y e o
resultado segue.

4

Teorema 3.8 Seja d € Z um inteiro positivo livre de quadrados e considere a equagdo
Diofantina x* — dy* = 1. Ewziste uma dnica solugio minimal (a,b) € Z2 derivada da
unidade fundamental minimal vy = a + bvV/d € O(Vd), ag > 1. Entdo toda solugio
positiva da equagdo de Pell-Fermat é da forma w, = uj com n € Z.



XI BIENAL DE MATEMATICA 31

Observacao 3.5 A equacio generalizada de Pell-Fermat 2> — dy?> = m ou ndo possui
solugao em inteiros ou caso exista uma solu¢ao em inteiros positivos (xg,yo) € Zi,
entdo haverd infinitas. Além disso, existe um conjunto finito de solugoes minimais nao
associadas oy € (9(\/3), comi={1,...,s}, entdo todas as outras solugdes sao associadas
a an; = azugy. Para maiores detalhes, ver [NAGELL).

Exemplo 3.4 A equacdo z? — 2y? = 119 possui como solucdes minimais os pontos
determinados pelos inteiros de Z[\/i], nao associadas a; = 11 +2 e ay = 13 + 5v/2.

3.4 Elementos primos e elementos irredutiveis

Lembramos que, em geral, todo elemento primo é irredutivel, mas a reciproca s6 é
valida em DFU.

Proposicao 3.3 Seja d € Z um inteiro livre de quadrados.

1. Se a € O(Vd) possui como norma p = N(a) € Z wm nimero primo, entdo o é um
elemento irredutivel.

2. Seja p € Z um primo.

(a) Se existe a € O(Vd) tal que N(a) = p, entdo p = aa é uma fatoragio em
irredutiveis de p € O(V/d).

(b) Caso contrdrio, p é irredutivel em O(V/d).

Demonstracgao:

1. Caso «a nao fosse irredutivel em O(v/d), deveriam existir oy, as € O(v/d) com norma
N(a;) > 1 tais que @ = ajae. Tomando normas, obtemos N(«) = N(ay)N(az) =p
que é um absurdo.

2. (a) Como N(a) = p o resultado segue pelo item anterior.

(b) Trivial.

O

Vimos assim, que para entender os elementos inversiveis em um dominio de inteiros
quadraticos temos que encontrar os elementos cuja norma é um primo inteiro. O préximo
resultado, conhecido como Lema de Thue sera bastante ttil para esse fim.

Proposicao 3.4 (Lema de Thue) Sejam a,b,n € Z com n > 1. Se mdc(a,n) = 1,
entdo existem inteiros x,y com 0 <| z |,|y |< /n tais que

r=ay (modn).
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Demonstragdo:  Seja r = |/n], entdo r é o tnico inteiro tal que

r<n<(r+1)?

Assim sendo, o ntimero de pares (x,y) tais que 0 < z,y < r é (r + 1)? que, como
vimos, é maior que n. Pelo principio das gavetas de Dirichlet, existem dois pares (z1,y;)
e (z2,y2) tais que

Tl —ayy = 3 —ayy (mod n)

Isso se d4 uma vez que a é inversivel (mod n). Logo
x1— 3 =aly; —y2) (mod n)

Sejam agora * = T1 — Ty € Y = Y1 — Yo, entdo x = ay (mod n). Nos resta mostrar que
0<|z|,|y|<+/n Vamos mostrar que z,y # 0 pois sabemos que 0 <| z |,| y |< r. Com
efeito, se um dentre x,y for nulo, entdo o outro também serd, desse caso, os dois pontos
seriam o mesmo, que nao é o caso. [

Teorema 3.9 (Fermat-Euler) Se p € Z, ¢ tal que p = 1 (mod 4), entao existem
a,b € Z tais que a® + b> = p.

Demonstragdo:  Sabemos que para tais primos existe v € Z tal que v> = —1 (mod p)
(ver Apéndice I). Considere agora a congruéncia

r=vy (mod p)

Pelo Lema de Thue, Proposicao , existem z,y € Z com 0 <| z |, | y |< /p satisfazendo
tal congruéncia. Note que 0 < 2° +y? < 2p e 2>+ y*> =0 (mod p), portanto z? + y? = p.
0]

Corolario 3.1 Os elementos primos de Z[i] sdo, a menos de associados:
(i) 1+,
(ii) p € Z primo tal que p =3 (mod 4);

(iii) a + bi com a®> +b*> = p primo p =1 (mod 4).

Demonstragao: Primeiramente, é facil ver que os elementos da forma (i) e (i),
quando existem, sdo primos, pela Proposigao [3.3] Com relagdo aos elementos da forma
(17), devemos mostrar que dado p um primo impar p = 3 (mod 4), entdo ndo existem
a,b € 7 tais que a® + b* = p e isso é evidente uma vez que o quadrado de um inteiro s6
pode ser 0 ou 1 (mod 4).

Reciprocamente, seja a = a + bi € Z um primo. Suponhamos que N(«) € Z tenha ao
menos dois fatores primos, digamos p, ¢ € Z. Entao a nao é primo em Z[i]. Com efeito, se
p ou ¢ for congruente a 1 (mod 4), entéo se fatora em Z[i] e um dos fatores divide «, caso
contrario seu produto se fatora em Z[i]. Assim, N(a) = p™ é uma poténcia de primo. Se
n > 3 chegamos em uma contradicdo. Se n = 1, entao, pela Proposicao anterior, existem
x,y € Z tais que N(z + yi) = p no caso em que p =1 (mod 4). Caso n = 2 devemos ter
p =3 (mod 4) e o resultado segue.

O
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Teorema 3.10 (Eisenstein) Seja p € Z, um primo p # 3. a condi¢io necessdria e
suficiente a fim de que existam a,b € Z tais que

a®—ab+ b =p

¢ que p=1 (mod 3).

Demonstragao:  Multiplicando por 4 e completando quadrados, obtemos:
(2a — b)* + 3b° = 4p.

Fazendo congruéncia médulo 3 percebemos que p é um quadrado nao nulo (mod 3),
assim, p =1 (mod 3).

Reciprocamente, se p = 1 (mod 3), sabemos que existe v € Z tal que v = —3 (mod p)
(ver Apéndice I). Pelo Lema de Thue, Proposigao existem x,y € Z tais que

r=yv (mod p)

com 0 <| z |,| y |< /p. Note que 2% + 3y* = 0 (mod p) e 2% + 3y* < 4p. Verifique que
x? + 3y? # 2p, 3p portanto 2% + 3y* = p. Multiplicando ambos os membros da equacao
por 4, o resultado segue fazendo b =2y e a =z +y. OJ

Corolario 3.2 Os elementos primos de Zlw] sdo, a menos de associados:

1. 1 —wy
2. p € Z primo tal que p =2 (mod 3);

3. a+bw ea+bw? coma®—ab+b*>=p primo p=1 (mod 3).

3.5 Problemas

1. Encontre todas as solucoes para a equacao de Pell-Fermat 22 — dy? = 1 nos casos
em que d = 3,5,6,7,8,10.

2. Mostre que se d = ¢?, com ¢ € Z, ou seja, d é um quadrado perfeito. Entdo a
equacdo w2 — dy?> = m possui, sempre um ndmero finito de solucdes. A solucdo
trivial é x = +c e y = 0. Encontre valores de d e de m para os quais a equagao
22 —dy? = m possui solucdes nao triviais. Se m = 1 as tinicas solugdes sao as triviais

(£1,0).

3. Mostre que as solucoes inteiras positivas da equacao z? — 2y?> = 1 satisfazem a
seguinte relagao de recorréncia: (z1,y1) = (3,2) e Tpy1 = 3Tp+4Yn, Ynt1 = 2T +3Yn.

4. Mostre que existem valores de d, nao quadrados, para os quais a equagao
? —dy* = —1

possui solucao e outros valores para os quais a mesma nao admite solugao.
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5. Mostre que se (1, y;) ¢ a menor solugio em inteiros positivos da equagao z2 — dy?* =

—1, entdo (x4, 1) definidos por (x5 + vdys) = (21 + Vdy1)? é a menor solucio em
inteiros positivos de 2% — dy? = 1.

6. Resolver nos inteiros a equacao z? — 5y? = 5.
7. Resolver nos inteiros a equagio x? — 13y* = 3.
8. Resolver nos inteiros a equacdo z2 — 3y? = —3.

9. Prove o teorema de Dirichlet, [3.7]
Seja a € R um nimero irracional. Entao existem infinitos inteiros x,y, y > 0 tais
que 5 ¢ uma fragao irredutivel e

T 1
Yy Yy

(a) Defina |z], e {z} =2 — |z]

(b) Considere, para cada natural N os distintos (verifique que sdo distintos)
elementos do intervalo [0,1]:

{0}, {a},{2a}, ... {Na}

(c) Divida o intervalo [0, 1] em N partes iguais e conclua utilizando o principio das
gavetas de Dirichlet.
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4 Aplicacoes em duas classes de equacgoes Diofantinas

4.1 Equacoes do tipo ab = c"

Estamos interessados em equagoes do tipo ab = ¢” como introduzidas no Lema 2.3, O
caso mais comum de equacoes desse tipo pode ser reduzia a forma z? — dy? = 2™. Vamos
considerar o caso em que d € Z é livre de quadrados. Essa equacao pode ser fatorada em
O(Vd) em N(B) = o em que 3 = z + yv/d. Supondo que O(v/d) seja um DFU, pelo
Lema [2.3 temos 8 = uf} e B = uf; com N(u) =1 e z = N(B;). Note que o problema
das ternas pitagéricas é exatamente N(f) = 22 € Z[i]. Nosso préximo exemplo é uma
variacao de tal problema.

Exemplo 4.1 Encontre todos os triangulos com lados inteiros e coprimos, tendo um
angulo de 60°. Equivalentemente, encontre todas as solu¢ées em inteiros coprimos da
equacao

b2 —be+ & = %

Solucao:

Seja f = b+ aw € Zw] = O(-3). Nossa equagdo pode ser reescrita como
N(B) = a? eiZ[ w], e como Z[w] é um DFU, podemos usar o Lema [2.3, Vamos calcular
d = mde(f,3) € Z[w]. Como d | 2b e d | 2¢, d | 2, como 2 ndo é norma de nenhum

elemento em Z[w], pois a equacio z — zy +y* = 2 ndo possui solucio inteira (verifique!),
2 é primo em Z[w]. Portanto, se 3 e 8 nio sdo coprimos em Z[w], entdo 2 | b+ cw que
implica 2 | b e 2 | ¢ e portanto 2 | a que é um absurdo pois estamos supondo a, b, c
coprimos. Logo mdc(f3, 3) = 1 e portanto existem u € Z[w]* com N(u) =1 e a € Z[w]
tais que 8 = wa?. Escrevendo a = m + nw, temos o? = (m? — n?) + (2mn — n?)w.
Obtemos assim uma familia de solucdes para v = 1, que é b = m? — n?, ¢ = 2mn — n?
e a = m?> — mn + n?. Pode-se verificar que escolhendo outros inversiveis ainda estamos
nessa classe de solugoes.

Uma outra possivel variacao seria a seguinte equagao Diofantina.

Exemplo 4.2 Encontrar todas as solu¢oes em inteiros positivos da equacao
2?1 =P
Solucgao:

Seja a = x + i € Z[i], a equacao pode ser reescrita como N(a) = y3. Seja

d = mdc(z + i,x — i) € Z[i], claramente d | 2 ¢ d # 2 pois 2 z +i. A fim de mostrar
que « e @ sao coprimos, como 2 = (1 4+ )(1 — 7) que sdo associados, resta mostrar que
d # 1+ 4. Suponha, por absurdo que d = 1+ i, entdo tomando norma, como 1+ | x 41
deverfamos ter N(1 +4) | N(z + 1) ou seja, 2 | z* + 1 implicando = 2k + 1 {mpar e
y = 2s par. Substituindo na equacdo original encontramos 4k? + 4k + 2 = 85 que é um
absurdo (basta dividir por 2).
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Agora que sabemos que mdc(z + i,z — i) = 1, podemos concluir que x +1i = (a + bi)?
(note que todos os elementos inversiveis em Z[i] sdo cubos perfeitos), logo z = a® — 3ab?
e 1 = 3a®b — b?, donde tiramos b = +1. Caso b = 1 temos um absurdo, logo b = —1 que
implica a = 0. Isso nos fornece x =0 e y = 1 como unica solucao.

4.2 Equacoes do tipo ab = cd

Um dos casos mais recorrentes desse tipo de equagao em dominios quadraticos pode
ser reduzido 4 uma equacio do tipo N(a) = N(B) € O(vd). Supondo que O(v/d)

seja. um DFU, podemos usar o Lema . Nossa equacao ficou aa = S, assim,

a=uzay, a =1ts, f =xt, f = ys com mde(y,t) = 1. Podemos escrever % = Ye
% = 5 = %, e como mdc(y,t) = 1, temos t = 7 (desde que a # ) que nos da s = 7.
Assim, o = xy e f = 27 e portanto @ = Ty ¢ 3 = Ty.

Exemplo 4.3 (IMO-01) Sejam a > b > ¢ > d inteiros positivos e suponha que
ac+bd=(b+d+a—c)(b+d—a+c).

Prove que ab + cd nao é primo.
Solugao:

Podemos reescrever a condi¢ao do enunciado da forma
a® —ac+c* =V +bd + d*.
Seja Zlw] = O(—3) o dominio dos inteiros de Eisenstein, que sabemos ser um DE

(portanto DFU). As normas de @« = a+cw e 8 = b—dw sdo N(a) = a®> —ac+ P e
N(B) = b* +bd + d?. Assim, a equacio pode ser reduzida a

N(a) = N(B) € O(-3).
O primeiro caso a considerar seria a = [ que é um absurdo pelas condi¢oes do
problema. Pelo Lema e pelas discussoes acima, existem z,y € O(—3) tais que
a+cw=uzy, a+cw =71y, b—dw=2xy, b—dw=7Ty.
Isolando a, b, ¢, d, obtemos
TYw — TYW TYw — TYW Ty —TY Ty — Y
@ =——7—, b= c= — ., d=——.

V/3i V3i o V/3i V/3i

Calculando agora ab + cd, obtemos

b+ ed = —3 (70 — B (Fye — 273) + (y — 77)(Fy — a7)].

Simplificando, obtemos
ab+ cd = N(y)v, escrevendo 2°w* = “ 4—21)cu

Falta mostrar que N(y) > 1 e v > 1 e o resultado segue. Deixamos essa verificacdo para
o leitor.

€ O(-3).
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4.3

1.

2.

10.

11.
12.
13.
14.
15.

. Resolver nos inteiros 22 + y? = 2

Problemas

Resolver nos inteiros 3® = % + 1.

(a) Mostre que para cada inteiro n o niimero de solugoes da equagao 22 —xy+y* = n
é finito e divisivel por 6.

(b) Determine todas as solugdes inteiras de ¥? — zy + y* = n.

. Seja p=4m — 1 um primo e sejam z,y inteiros coprimos tais que

2m

x2+y2:2

. Resolver nos inteiros 13% + 3 = y2.
. Resolver nos inteiros z2 + 8 = 3.

. Resolver nos inteiros a equacao z2 + 11 = 3" quando n é um inteiro maior que 1.

Resolver nos inteiros 22 + z + 2 = y3.

% com x,y coprimos.

. Mostre que a equacao Diofantina 4y% = 2® — 3 ndo possui solucio inteira.

Mostre que a equacao Diofantina z3 + 3 + 23 = 0 s6 possui solucao trivial, isto é,
tais que zyz = 0.

Resolver nos inteiros a equacao z° = y% — 2.
Resolver nos inteiros a equacao x® + 6 = 32
Resolver nos inteiros a equacao z3 + 7 = 3%
Resolver nos inteiros a equacao x> + 11 = 3.

Resolver nos inteiros a equacao ® = y* + 2.
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5 Apéndice I: A lei da reciprocidade quadratica

Neste apéndice vamos recordar ideias contidas em [IRELAND].

5.1 O simbolo de Legendre

Seja p € Z, um primo impar, o simbolo de Legandre (%) = 0se a =0 (mod p),

(%) = 1se a # 0 (mod p) e existe v € Z tal que v* = a (mod p) e (%) = —1 caso

contrario. O caso p = 2 é trivial uma vez que toda classe é residuo quadratico em Z,.

Primeiramente observamos que elevando cada a € Z, ao quadrado determinamos assim
todos os residuos quadraticos de Z,.

Exemplo 5.1 Os residuos quadréaticos de Z; sao {0, 1,2, 3}.

Note que excetuando o zero obtivemos 6/2 = 3 residuos quadréticos. Isso ndo é uma
coincidéncia, pois se a,b # 0 € Z, e a* = b* € Z,, entdo a = +b € Z,. Ou seja, quando
p > 2 é um primmo impar, entao metado dos residuos nao nulos sao quadrados e a outra
metade nao o sao.

Proposicao 5.1 (Lema de Euler) Sejam a,p € Z com p > 0 um primo impar. Entdo:

(a) =a® Y2 (mod p).

p

Demonstracgao: Claro que se a = 0 (mod p), o resultado é veradeiro. Vamos supor
que a Z 0 (mod p). Pelo pequeno Teorema de Fermat, temos a?~* =1 (mod p), dai

(a(p—l)/2 _ 1)(a(p—1)/2 —1)=0 (mod p).

Considere agora o polindémio f = z®-1/2 —1 ¢ Z,|x] sabemos que se a = b* (mod p) é
um residuo quadratico, entao f(a) =1 —1=0 € Z,. O polidmio f tem grau (p—1)/2
e exatamente (p — 1)/2 raizes em Z,, correspondendo aos residuos quadraticos. Assim, se

(9) = 1 o resultado vale. Por outro lado, o polinémio g = z*~V/2 41 € Z,[z] também

devera ter (p — 1)/2 raizes em Z, uma vez que
fg= Pl —1e Zy,.

Pelo pequeno Teorema de Fermat, fg possui p — 1 raizes em Z,, portanto se (5) = —1,
ou seja, a na ¢ um residuo quadratico em Z,, entao a deverd ser raiz de g e portanto

(%) = aP"Y/2 (mod p). E o resultado segue.

O
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Corolario 5.1 (O simbolo de Legendre de —1.) Seja p > 2 um primo impar. Entdo
<—1> — (—1)e-Dr2
p
Ou seja, —1 € um residuo quadrdtico em Z, se, e somente se, p=1 (mod 4).
Demonstragao:  Verifique. [

Corolario 5.2 (Propriedades béasicas do simbolo de Legendre) Seja p € Z um
primo, entdo o simbolo de Legendre cumpre as sequintes condigoes:

1. Sea=b (mod p), entdio (%) = (%)
2 (3)=G)G):
3. Se mdc(a,p) =1, entao (%2) =1le (a2b) = (9)

Demonstragao:  Verifique. [

5.2 Numeros algébricos e inteiros algébricos

Um ntmero complexo o € C é dito um ntimero algébrico se existir um polinémio nao
nulo f € Q[z] tal que f(«) = 0. Um nimero algébrico é dito um inteiro algébrico se existir
um polinémio ménico f € Z|z] tal que f(a) = 0. Claramente todo inteiro algébrico é
também um ntimero algébrico, por defini¢do. A reciproca obviamente nao é verdadeira.

Proposicao 5.2 Seja ¢ € Q um nimero racional. O nimero q € um inteiro algébrico se,
e somente se, q € Z é um inteiro.

Teorema 5.1 O conjunto dos niimeros algébricos, Q C C é um corpo.
Teorema 5.2 O conjunto 2 C C dos inteiros algébricos ¢ um dominio.
Proposicao 5.3 Seja p € Z um primo e sejam «, 3 € . Entdo

(a+B)f =+ 7 (modp) e Q.

5.3 O simbolo de Legandre de 2

Nessa se¢ao vamos demonstrar que para todo primo impar p € Z, temos
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Para isso, seja ¢ = cis(27/8) uma raiz primitiva da unidade, ¢ facil ver que (? =i e que

2 = —4, portanto:

C+(?=2

Seja 7 = ¢ + (7!, sendo p € Z um primo impar, sabemos que:

p= P 2
1 (72)71 — 9% = () (mod p).
p
Ou seja:
2
P =7 () (mod p).
p
Pela Proposicao 5.3, sabemos que
™=+ =+ (mod p).
Dado que ¢® = 1, sabemos que (* + (7 = ¢ + (! quando p = +1 (mod 8). Por outro
lado, se p = 43 (mod 8), temos (3 = —(~! que nos fornece (P +( P = —({ +¢~') quando

p = £3 (mod 8). Assim, faz sentido considerar € = fﬂ%. Dai,

(—1)r = (;) + (mod p).

Multiplicando por 7, obtemos:
2
(-1).2=2. () (mod p).
p

Pensando como congruéncia em Z, dado que p é um primo impar, obtemos:

= (2) odn)

p

5.4 Somas de Gauss e a Lei da reciprocidade quadratica

Vamos utilizar as somas (quadraticas) de Gauss a fim de demonstrar o principio da
Reciprocidade quadratica, o teorema preferido de Gasuss. Nessa se¢do p € Z, ¢ um primo
fmpar e ¢ = e>™/?.

Lema 5.1
pz_:lgat:{p se a=0 (mod p)
= 0 se a0 (mod p)
Demonstracao: Se a = o (mod p), entdo (* = 1 e o primeiro resultado segue pois é

uma soma soma constante com p somandos. Caso contrario podemos usar a férmula da
soma da PG, isto é:

p—1 at_Cap_l_
S-S =0

t=0

U
Defina §(x,y) = 1 se z =y (mod p) e §(z,y) = 0 se x Z o (mod p).
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Corolario 5.3

Demonstragao: Imediato. [

Lema 5.2

Demonstracao:  Excetuando 0 € Z,, existem tantos quadrados quanto nao quadrados
em Z, e assim o simbolos de Legendre se cancelam. [

Definigao 5.1 A soma (quadratica) de Gauss é definida por

9o = pi <t> ¢

t=0 \P
Proposicao 5.4 Seja g = g1, entao g, = (%) qg.

Demonstracao: Primeiramente vamos considerar o caso em que a = 0 (mod p).
Nesse caso, (* =1 para todo t e g, = 0 pelo Lema e o resultado segue.

Suponhamos agora que a # 0 (mod p), entao:

()n=5 ()5 ()

Na igualdade delicada em que trocamos a variavel do somatorio de t para s, o fizemos
pois a aplicacdo f : Z; — Z» dada por f(t) = at é uma bijecdo.

2
Lembrando que nesse caso (%) = 1, o resultado segue. [J

Proposicao 5.5
g = (=) I2p = p.

Demonstragao: A estratégia para demonstrar esse resultado consiste em calcular de
duas maneiras diferentes o seguinte somatorio:

p—1
> Ya9-a-
a=1

Por um lado, sabemos que para todo a Z 0 (mod p), temos

() () ()
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Portanto,

1

jz;:lgag—a = <_p> (p - 1)92

Por outro lado, podemos escrever g, = >, (%) e gq=2, (5) (™" que nos da:

Zgg -y ("””) (jj) e =y ("’f) (o gy = Y (]ﬁ)p — (-1

zy \P T,y z

Na segunda igualdade utilizamos o Corolario [5.3] [0 Comparando as duas expressoes e

fazendo p* = (—1)P~1/2 obtemos:
92 — p*

Teorema 5.3 (Gauss - Lei da Reciprocidade quadratica) Sejam p,q € Z primos

impares distintos, entdao:
p q

Demonstragdo:  Vamos trabalhar com congruéncias (mod ¢) no anel €2, o anel dos
inteiros algébricos. Seja g como nas proposi¢oes anteriores.

g7 = (g?) 2 = (pr)e/2 = <pq> (mod q).

Portanto, temos:

Pela Proposicao [5.3] temos:

g9 = (qf <t> ¢ = qf (t)qé“"t = qf <t> (*=g, (mod q).

i—0 \P =0 \4 =0 \4

Aqui usamos o fato que (t) = %1 e ¢ é impar. Da congruéncia ¢? = g, (mod ¢), obtemos
q g q

a igualdade g? = g,. Portanto:
q P
() g= () g (mod q).
p q

Podemos agora multiplicar por g e usar o fato que g?> = p* para obter uma congruéncia

em Z:
(= (2} o

(§)-(2) o

Cancelando p* obtemos:

E o resultado segue. [
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5.5 Usando a lei da reprocidade quadratica

Para nossas aplicagoes sera muio 1til o seguinte resultado:

Proposigao 5.6 Sejam a,p € Z \ 0 com p um primo impar. Entio sio equivalentes as
sequintes afirmacoes:

(i) Ezistem x,y € Z coprimos tais que

2> +ny* =0 (mod p).

(ii) O simbolo de Legendre (‘Tf) =1.

Demonstragao: Suponhamos, inicialmente, que (‘7”) = 1, entao existe v € Z, tal

que v? = —n (mod p). Tomando x = v e y = 1 obtemos uma solugao para a equagio
2 +ny* =0 (mod p).

Reciprocamente, suponhamos que existam x,y € Z coprimos tais que
2> +ny* =0 (mod p).
Como y # 0 (mod p) e Z, é um corpo, temos
(zy™) = —n (mod p).

n

Assim, (_?) =1 e o resultado segue. [J

Essa Proposicao esta intimamente ligada ao problema de encontrar quais primos
podem ser escritos da forma z? + ny?, como veremos no préximo apéndice.

Proposigao 5.7 Seja p € Z, um inteiro impar. Entdo sao equivalentes as assercoes
sequintes:

(i) p=1,3 (mod 8);
(ii) O simbolo de Legendre (‘f) =1;
(iii) Ewxistem x,y € Z coprimos tais que
22+ 2y =0 (mod p).
Demonstragdo:  Os itens (i) e (i) sdo equivalentes pela Proposicao [p.6] Sabemos

que os simbolos de Legendre (%) = (—1)P*-D/8 ¢ (’?1) = (—1)P=1/2_ O resultado segue
de uma verificagao usual.

t

Um resultado que utilizamos para determinar os elementos primos nos inteiros de
Eisenstein foi o seguinte:
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Proposicao 5.8 Seja p > 3 um primo impar. Entdo sio equivalentes:
(i) p=1 (mod 3);
oy (=3) 1.
(i) (5) =1,

(iii) Ewxistem x,y € Z coprimos tais que

22+ 3y =0 (mod p).

Demonstracgao:

Primeiramente, suponhamos que p = 1 (mod 3): Vamos calcular o simbolo de
Legendre ( 3). Para isso, note que —3 = 3*, assim, pela Lei da reciprocidade quadratica:

T
-3 3*
)-(5)-0-
p p 3
Suponhamos agora que (’73) = 1, entao, pela Proposicao , obtemos uma solugao
para a equagao > + 3y? =0 (mod p).
Finalmente, suponhamos que existam x,y € Z nao nulos (mod p) tais que
22+ 3y =0 (mod p).
Ainda pela Proposi¢ao 5.6, (‘73) =1 e portanto p =1 (mod 3).
O

5.6 Problemas

1. Seja p € Z, um primo. Mostre que (%) =1 se, e somente se,

p=1,3,7,9 (mod 20).

2. Seja p € Z, um primo. Mostre que (%) =1 se, e somente se,

p=1,9,11,15,23,25 (mod 28).

3. Sejam n € Z, e p = 22" +1 um primo. Mostre que 3 ndo é um quadrado médulo p.

4. Seja p € Z, um primo. Mostre que existe x € Z tal que p | ° — x + 3 se, e somente
se, p | y? —y+ 25.

5. (IMO) Sejam a, b inteiros positivos tais que 15a 4 16b e 16a — 15b sejam quadrados
perfeitos. Encontrar o menor valor que pode tomar o menor deles.

6. Seja p um primo. Mostre que o niimero de solugdes de az? + bz + ¢ =0 (mod p) é
1+ b2—4ac.
2
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7. Sejam a,p € Z com p primo. Mostre que se p { a, entao:

pi <y2+a> = 1.

p

Se p | a, entao

45
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6 Apéndice II: Primos da forma z° + ny?

Como vimos em secOes anteriores, para determinar os primos em um dominio de
inteiros quadraticos Z[y/n] precisamos entender quais sao os primos p € Z, que podem ser
escritos da forma p = 22 + ny?. Esse é um problema que foi extensivamente estudado por
Euler e resolvido parcialmente por Gauss e Lagrange em mais de 100 anos de pesquisa. A
solugao geral do problema agrega ferramentas que fogem completamente ao escopo dessas
notas, veja [COX], mas nesse apéndice vamos sumarizar resutados importantes contidos
no primeiro capitulo do livro supracitado.

6.1 Introducgao histérica

O problema de determinar quais sdo os primos que podem ser escritos da forma
p = 2?+ny? com z,y € Z remonta a uma série de conjecturas de Fermat, que durante mais
de 40 anos motivaram varios artigos de Euler em busca da lei da Reciprocidade quadratica,
enfim demonstrada por Gauss. Inicialmente destacamos as segunites conjecturas de
Fermat demonstradas por Euler.

Teorema 6.1 (Euler) Seja p € Z; um primo. Entio:

1. p=a2*>+y? comz,y € Z se, e somente se, p=2 oup =1 (mod 4);
2. p=x®+2y* com x,y € Z se, e somente se, p=2 oup=1,3 (mod 8);
3. p=2a>+3y? comx,y € Z se, e somente se, p=23 oup =1 (mod 3).

A estratégia de Euler, inspirado em Fermat, consistia em dividir o problema em dois
passos:

1. O passo da reciprocidade;

2. O passo da descida.

6.2 O passo da reciprocidade

O passo da reciprocidade corresponde a Proposicao juntamente a busca por uma
colecao de congruéncias do tipo:

p=ai,...,a, (mod4n),

que implique z? + ny? = (mod p).

Observacao 6.1 Infelizmente nem sempre isso é possivel, mas vamos conseguir algo do
tipo no caso em que n ¢ relativamente pequeno e livre de quadrados. Euler estava em
busca da lei da reciprocidade quadratica. Com as ferramentas modernas a primeira parte
desse passo é uma consequéncia natural da Lei da Reciprocidade quadratica.



XI BIENAL DE MATEMATICA 47

6.3 O passo da descida

O chamado passo da descida, esta associado as ideias iniciais de Fermat, que chamamos
descida infinita de Fermat, bem como outros resultados que nos fornecem cotas superiores
para as solugoes, como o Lema de Thue e o principio de Mikowski ou ainda o estudo de
formas quadraticas definidas em Z.

A titulo de ilustragao vamos atacar uma das conjecturas de Fermat utlizando o Lema
de Thue como passo da descida.

Teorema 6.2 (Euler) Seja p € Zyum primo. FEntao existem x,y € 7Z tais que
p =%+ 2y* se, e somente se, p=2 oup=1,3 (mod 8).

Demonstracgao: O caso p = 2 é trivial. Vamos supor que p > 3 seja um primo
impar. Sabemos, pela Proposigéo que p = 1,3 (mod 8) se, e somente se, o simbolo de
Legendre (‘72) = 1. Seja v € Z tal que v?> = —2 (mod p). Considere agora a congruéncia
z = vy (mod p) que sabemos, pelo Lema de Thue, Proposigao (3.4} possui solucao =,y € Z
satisfazendo 0 <| z |,|  |< /p. Entao, por um lado:

2+ 2 =03+ 242 =0 (mod p).
Por outro lado, temos:
0 < 2®+2y* < (p)* +2(v/p)* = 3p.

Ha agora, dois casos a serem considerados:

1. No primero caso, temos x2 + 2y = p e o resultado segue.

2. No segundo caso, temos z? + 2y?> = 2p. Nesse caso, v = 2k com k € Z ¢ par, logo
4k? + 2y* = 2p que implica y? + 2k? = p e o resultado segue.

4

6.4 Formas quadratica sobre Z

Seja d € 7Z um inteiro livre de quadrados d = 1 + 4k. A norma algébrica em

O(Vd) = Z[a], com o = # se escreve como

N(z + ya) = 2° + 22y + ky*.

Assim, faz sentido considerar formas quadraticas mais gerais e entender quando um primo
p pode ser ser escrito como p = f(z,y) em que f(x,y) é uma forma quadratica definida
sobre os inteiros.

Definicao 6.1 Uma forma quadratica sobre Z é um polinémio homogéneo de grau dois
com coeficientes inteiros:

flx,y) = ax® + bxy + cy’.

Uma tal forma é dita primitiva se mdc(a, b, c) = 1.
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Nessas condigoes dizemos que a forma é positiva definida, negativa definida ou
indefinida se a forma real associada assim o for. Dada uma forma quadratica f sobre Z,
dizemos que um inteiro é representado por f se existirem inteiros x, y tais que f(x,y) = m.
Nessas condigoes, dizemos que m é propriamente representado se mde(z,y) =1 .

Definicao 6.2 Dizemos que duas formas f,g sao equivalentes se existirem inteiros
a, b, c,d taos que:
f(2,y) = glax + by, cx + dy),

com ad — bc # 0.

Definicao 6.3 Definimos o discriminante de uma forma quadratica
f(z,y) = ax® + bay + cy?

por Ay = b* — 4ac.

E facil ver que formas equivalentes tem o mesmo discriminante. Além disso, formas
do tipo f(z,y) = 2* + ny* com n > 0 possuem discriminante A = —4n < 0.

Lema 6.1 Uma forma f(x,y) definida sobre Z representa propriamente um inteiro m se,
e somente se, a forma f é equivalente a uma forma do tipo ma? + bry + cy?.

Proposigao 6.1 Sejam A = 0,1 (mod 4) um inteiro e m um inteiro impar coprimo com
A. Entdo m € propriamente representado por uma forma primitiva com discriminante A
se, e somente se, A € um residuo quadrdtico (mod m).

Demonstracgao: Se f(x,y) representa propriamente o inteiro m, entdao, pelo Lema
6.1 podemos escrever
f(z,y) = ma® + bay + cy’.

Assim, A = b* — 4mc = b* (mod m).

Reciprocamente, suponhamos que A = b* (mod m). Como m ¢ impar, podemos supor
que D e b possuem a mesma paridade, caso contrario podemos trocar b por b + m sem
alterar a congruéncia. Pela hipétese D = 0,1 (mod 4) isso implica que D = b* (mod 4m)
dai D = b? — 4mc para algum c € Z e desta feita m serd propriamente representado por
f(x,y) = mx? + by + cy? e o resultado segue. []

Corolario 6.1 Sejam m,p € Z, com p primo p { n. Entao (‘T”) =1 se, e somente se,
p pode ser representado por uma forma de discriminante —4n,

Demonstracao: Segue diretamente da proposi¢do anterioruma vez que —4n é um
residuo quadratico modulo p se, e somente se,

R)-6)-
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Definigdo 6.4 Uma forma primitiva positiva definida f(x,y) = az® + bry + cy? é dita
reduzida se
[b|<a<e, eb>0,s¢ |b|=aoua=c.

Observagao 6.2 Primeiramente, note que sendo f(x,y) positiva definida, a e ¢ sdo
positivos. Em segundo lugar note que fixado A < 0 existe um nimero finito de formas
reduzidas tendo A como discriminante.

O préximo resultado exige longos célculos e sua demonstragao sera omitida.

Teorema 6.3 Cada forma positiva definida f(x,y) em Z € equivalente a uma inica forma
reduzida.

Vamos denotar por h(A) o nimero de classes de formas primitivas positivo definidas
com discriminante A. Pelo teorema anterior A(A) coincide com o nimero de formas
reduzidas tendo discriminante A e esse numero ¢é finito uma vez que A < 0. Obtemos
assim o seguinte resultado.

Corolario 6.2 Seja A < 0 um inteiro fizado. O nimero h(A) de classes de formas
primitivas com discriminante A € finito e coincide com o numero de formas reduzidas
com discriminante A.

Exemplo 6.1 Formas quadréticas reduzidas com h(A) =1, A =0 (mod 4).

1. Para A = —4 temos f(z,y) = 22 + >
2. Para A = —8 temos f(z,y) = 2% + 2y*
3. Para A = —12 temos f(z,y) = 2 + 3y
4. Para A = —16 temos f(z,y) = 22 + 4y

5. Para A = —28 temos f(z,y) = 2 + Ty>.
De fato essas s@o as unicas.
Exemplo 6.2 Formas quadraticas reduzidas com h(A) =1, A =1 (mod 4).

1. Para A = —3 temos f(z,y) = 2 + 3.

2. Para A = —7 temos f(z,y) = 22 + 2y + 2>
3. Para A = —11 temos f(z,y) = 2? + xy + 3y>.
4. Para A = —19 temos f(z,y) = 2% + 2y + 5y%.

5. Para A = —27 temos f(z,y) = 2% + zy + Ty>.
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6. Para A = —43 temos f(z,y) = 22 + xy + 11y%
7. Para A = —67 temos f(x,y) = 2* + zy + 17y>.

8. Para A = —163 temos f(x,y) = 2% + zy + 413°.
De fato essas sao as tnicas.
Exemplo 6.3 Formas quadraticas reduzidas com h(A) > 1, A =0 (mod 4).

1. Para A = —20 temos f(z,y) = 2* + 5y* e f = 22 + 2xy + 3y°.

2. Para A = —24 temos f(z,y) = 2% + 6y* e 22% + 3y>.

Seja n € Z, . Dizemos que a forma
(2, y) = 2° + ny’

¢ a tunica forma principal com A = —4n se ndo existir outra forma reduzida com
discriminante A representando os mesmos restos que ¢, em (Zg,)".

A préoxima proposicao é o melhor que conseguimos com métodos elementares. Isso era
exatamente o que Euler estava tentando encontrar. A demonstracgao fica trivial apds toda
a teoria das formas quadréticas e das hipoteses corretas. O caso geral é extremamente
mais complexo. O livro [COX] é uma obra monumental e fonte de muitas inspiracoes, leia
o livro! Ou pelo menos uma parte dele.

Teorema 6.4 Sejam n € Z, e suponha que a forma q,(x® + ny?) seja a tnica forma
reduzida principal com discriminante A = —4n. Seja p € Zy um primo p t n. Entao
existem x,y € Z tais que p = x* + ny® se, e somente se,

p=p3% 3 +n (mod 4n)

para algum B € ZLyy,.

Demonstragao:  Se y for par, entao
p=2?+ny’=2> (mod 4n).

Se y for impar, entao
p=2"+ny =2 +n (mod 4n).

O
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6.5

1.

Problemas

Seja p € Z, um primo. Mostre que existem z,y € Z tais que p = 22 + 5y° se, e
somente se, p = 1,9 (mod 20).

Seja p € Z, um primo. Mostre que existem x,y € Z tais que 2p = 22 + 5¢% se, e
somente se, p = 3,7 (mod 20).

. Seja p € Z, um primo. Mostre que existem z,y € Z tais que p = 222 + 2xy + 3y

se, e somente se, p = 3,7 (mod 20).

. Seja p € Z, um primo. Mostre que existem z,y € Z tais que p = 2% + 6y* se, e

somente se, p = 1,7 (mod 24).

. (Iranian Olympiad) Seja p € Z, um primo. Mostre que existem x,y € Z tais que

p = 222 + 3y? se, e somente se, p = 5,11 (mod 24).

. Seja p € Z, um primo. Mostre que existem z,y € Z tais que p = 2% + 7y? se, e

somente se,
p=1,9,11,15,23,25 (mod 28).

Seja p € Z, um primo. Mostre que existem x,y € Z tais que p = 22 + 10y? se, e
somente se,
p=1,9,11,19 (mod 40).

. Seja p € Z, um primo. Mostre que existem x,y € Z tais que p = x? + 149% ou

p = 222 + Ty? se, e somente se,
p=1,9,15,23,2529 (mod 56).

3

(Komal) Mostre que a equacio x> — z + 9 = 5y* nao possui solugio em Z.
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