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1 INTRODUCAO

A teoria topoldgica de coincidéncias teve seu inicio na segunda década do século
XIX, mas seu maior desenvolvimento e consolidagdo ocorreram na primeira metade
do século xX. Podemos citar trés matematicos como os precursores da teoria, os trés
com sobrenomes que, por coincidéncia, iniciam com a letra B.

O primeiro é o padre catélico, matematico, tedlogo e filésofo da antiga Boémia,
atual Republica Checa, Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano. Aquele que
data de 1812 e que hoje chamamos Teorema do Anulamento de Bolzano é o primeiro
teorema topoldgico de coincidéncias de que se tem noticia; na terminologia usual, um
teorema de raizes.

O segundo ¢ o matematico holandés Luitzen Egbertus Jan Brouwer, autor de
um dos mais célebres resultados de toda a matematica, nao apenas da topologia: o
Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, cuja versao geral é de 1912.

O terceiro é Karol Borsuk, matematico polonés que provou, em 1933, o resultado
pouco antes formulado por Stanislaw Ulam que passou a ser chamado o Teorema de
Borsuk-Ulam, inaugurando uma nova linha de pensamento que atravessou o século
XX e segue firme nos nossos dias.

Ao passo que o Teorema do Anulamento de Bolzano consta do programa de todo
bom curso inicial de Calculo, os Teoremas do Ponto Fixo de Brouwer e de Borsuk-
-Ulam raramente comparecem nos curriculos de graduagao; com sorte nos curriculos
de mestrado. De fato, as versdes mais gerais desses teoremas sao assuntos da
Topologia Algébrica, disciplina a que estudantes de Matematica normalmente tém
acesso apenas no curso de doutorado ou como optativa no mestrado. Aproveitamos
o ensejo para recomendar o livro [2], que estd no prelo da Editora da Universidade
de Sao Paulo; nele aparecem a versao geral do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer
(Teorema 3.2) e a versao geral do Teorema de Borsuk-Ulam (Teorema 5.21).

Nao obstante, os Teoremas do Ponto Fixo de Brouwer e de Borsuk-Ulam possuem
versoes em dimensdes baixas que podem ser compreendidas por meio de construgoes
e provas de forte apelo geométrico e de pleno alcance a cognicao de estudantes de
graduacao ou inicio de mestrado. A isto se propoe este minicurso: apresentar de
forma intuitiva e acessivel esses notaveis teoremas e algumas de suas aplicagoes.

2 PONTOS FIXOS, RAIZES E COINCIDENCIAS

A teoria topolédgica de pontos fixos, raizes e coincidéncias é uma das principais e
mais proficuas linhas de pesquisa na area de Topologia Algébrica, com forte insercao
em varios ramos da matemaética pura e aplicada (como sistemas dinamicos, equagoes
diferenciais, teoria econémica de jogos etc.).

O tema possui duas indexagOes especificas na 2020 Mathematical Subject
Classification da American Mathematical Society, a saber:
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e 55M20 — Algebraic Topology — Classical topics in algebraic topology —
Fixed points and coincidences in algebraic topology.

e 54H25 — General Topology — Connections of general topology with other
structures, applications — Fixed point and coincidence theorems (topological
aspects).

Além disso, ha periddicos especializados nessa linha, por exemplo, Journal of
Fized Point Theory and Applications, Fized Point Theory and Applications (Springer)
e Fized Point Theory and Algorithms for Sciences and Engineering (Springer Open).
H& também periddicos mais gerais que tém em seu escopo, com destaque, a teoria de
pontos fixos e coincidéncias; é o caso do Topological Methods in Nonlinear Analysis
(Juliusz Schauder Cent. Nonlinear Stud.) e o Topology and its Applications (Elsevier).

Tudo isso deixa evidente a importancia da teoria de pontos fixos, raizes e
coincidéncias no universo da matematica contemporanea. Passemos, pois, a defini¢ao
desses trés conceitos centrais.

e Seja f: X — X uma funcao de um espaco X em si préprio. Um ponto zy € X
chama-se um ponto fizxo de f se f(xg) = xo.

e Seja f: X — Y uma funcao e seja yo € Y um ponto fixado. Um ponto zy € X
chama-se uma raiz de f com relagdo a yo se f(zo) = yo-

e Sejam f,g : X — Y fungdes. Um ponto zy € X chama-se uma coincidéncia
entre f e g se f(zg) = g(zo)-

E simples notar que os conceitos de ponto fixo e raiz sao casos particulares de
coincidéncias. Com efeito:

— Um ponto fixo de uma fungao f : X — X é uma coincidéncia entre f e a funcao
identidade id : X — X.

— Uma raiz de uma funcao f : X — Y com relagdo a um ponto yy € Y é uma
coincidéncia entre f e a funcao ko : X — Y constante igual a .

Os trés resultados centrais deste minicurso sdo teoremas que garantem, sob
hipoteses apropriadas, a ewisténcia de raizes, pontos fixos e coincidéncias, nesta
ordem. Sao teoremas de cardter topoldgico (como serd explicado) e que, de fato,
garantem apenas a existéncia; nao assertam sobre a quantidade ou uma maneira
para detectar os pontos.

Existem outros aspectos da teoria topoldgica de pontos fixos, raizes e coincidéncias
em que a ideia central esta relacionada a deteccao da quantidade minima de pontos
fixos, raizes ou coincidéncias que certas familias de func¢oes possuem.
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3 TEOREMA DO ANULAMENTO DE BOLZANO

O Teorema do Anulamento de Bolzano, de 1812, é o primeiro teorema topologico
sobre existéncia de raizes de que se tem noticia. Nao provaremos este teorema nestas
notas, por entendermos tratar-se de resultado amplamente conhecido e que consta de
todo bom livro inicial de Céalculo; ver, por exemplo, [3, Capitulo 5.

Teorema 3.1 (Teorema do Anulamento de Bolzano) Seja f : [a,b] — R uma fungdo
continua. Se f(a) e f(b) tém sinais opostos, entao eziste ¢ € [a,b] tal que f(c) = 0.

Exemplos utilizando fungoes definidas por uma regra explicita sdao pouco
interessantes, em geral, mas ilustram bem a aplicabilidade do Teorema do
Anulamento de Bolzano. Por exemplo, considere a fungao (continual!) f:1[0,2] — R
dada por f(z) = 4 — 22 —e®. Temos que f(0) = 1 e f(2) = —e? tem sinais opostos.
Logo, existe um ponto ¢ € [0,2] tal que f(c) = 0, o que significa que e = /4 — 2.
O ponto ¢ corresponde a abscissa de um (de fato, o inico) ponto de intersecgao entre
os graficos das fungoes y = € e y = V4 — 22, com z € [0,2]. O teorema nao da
informagoes sobre qual seja em [0, 2] o ponto ¢; apenas garante sua existéncia.

O resultado a seguir é uma consequéncia direta do Teorema do Anulamento de
Bolzano, conhecida como Teorema do Valor Intermediario.

Corolario 3.1 (Teorema do Valor Intermediario) Seja f : [a,0] — R uma fungao
continua. Se d é um ponto da reta que estd entre f(a) e f(b), entdo a equagdo
f(z) = d possui raiz, isto é, existe ¢ € |a,b] tal que f(c) = d.

Prova: Dada a funcao f e o ponto d conforme enunciado, considere a funcao
g : [a,b] — R definida por g(x) = f(z) — d. Essa funcao é continua e satisfaz
g(a) = f(a) —d e g(b) = f(b) —d. Como d esté entre f(a) e f(b), temos que g(a) e
g(b) tem sinais opostos. Pelo Teorema do Anulamento de Bolzano, existe ¢ € [a, D]
tal que g(c) = 0, o que implica f(c) = d. O

f(a) \/
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Tanto no Teorema do Anulamento de Bolzano quanto no Teorema do Valor
Intermediério, nao tem qualquer importancia o fato do intervalo fechado [a,b] ser
“reto”, isto é, naturalmente identificado com um segmento de reta. Afinal, esta é
apenas uma forma de identificarmos um intervalo fechado. Em vez disso, podemos
identificd-lo com um arco simples de curva em qualquer espaco euclidiano, como
ilustrado na figura a seguir. Ambos os teoremas permanecem validos nesse cenario, e
podemos resumi-los com o seguinte enunciado: Seja f : I' = R uma funcao continua
de um arco simples na reta. Sejam p e q os pontos finais do arco. Se d € um ponto
da reta entre f(p) e f(q), entao existe um ponto ¢ € T tal que f(c) = d.

4 f(q)
r c f d
f(p)

A seguir, mais duas aplicagoes do Teorema do Anulamento de Bolzano. A primeira
é um teorema de ponto fixo, que podemos considerar a versao unidimensional do
Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. A segunda é um teorema de coincidéncias para
funcoes da circunferéncia na reta, que podemos considerar a versao unidimensional
do Teorema de Borsuk-Ulam.

Teorema 3.2 Toda func¢do continua de um intervalo fechado em si proprio possui
ponto fixo.

Prova: Seja f : [a,b] — [a,b] uma funcao continua. Considere a fungao g : [a,b] — R
definida por g(z) = f(z) — x. Essa funcao é continua e satisfaz:

g(a) = f(a) —a =0 pois f(a) € [a,b];

g(b) = f(b) =b<0 pois f(b) € [a,0].

Segue do Teorema do Anulamento de Bolzano que existe ¢ € [a,b] tal que g(c) = 0,
o que implica f(c) = c. O

Em termos geométricos, por assim dizer, o Teorema [3.2] assevera que o grafico
de qualquer funcdo continua f : [a,b] — [a,b] intercepta a diagonal ascendente
do quadrado [a,b] X [a,b], a qual corresponde ao grafico da fungdo identidade
id : [a,b] — [a,b]. Os pontos fixos de f sdo as abscisas dos pontos de intersegao.

N
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A seguir, passamos a considerar fungoes cujo dominio é uma circunferéncia. Pares
de pontos sobre uma circunferéncia S que sao diametralmente opostos sao chamados
pontos antipodas. A funcao a : S — S que aplica cada ponto = € S em seu antipoda
a2’ é chamada funcao antipodal.

Teorema 3.3 Toda funcao continua de uma circunferéncia na reta colapsa um par
de pontos antipodas.

Prova: Seja p um ponto fixado da circunferéncia S e seja p’ seu antipoda. Se
f(p) = f(p'), a prova estd encerrada. Suponhamos, entao, que seja f(p) # f(p').

y f(P')
o
g
 f(p)

Seja I' um dos arcos em S de p para p’ e seja g : I' = R a funcao definida

por g(x) = f(z) — f(2'). Essa funcdo é continua e satisfaz g(p) = f(p) — f(p’) e
g(p) = f(p') — f(p), do que resulta g(p') = —g(p). Pelo Teorema do Anulamento de
Bolzano, existe um ponto ¢ € I tal que g(c) = 0, o que implica f(c) = f(). O

Observamos que o Teorema, pode ser considerado um teorema de coincidéncia,
pelo fato de que um ponto ¢ € S que satisfaz f(c) = f(¢/) é uma coincidéncia entre
a funcao f e a funcdo composta f oa, em que a é a fun¢ao antipodal.

EXERCICIOS

1. Encontre os pontos fixos das fungoes f : [0,1] — [0, 1] definidas em cada item.
Em seguida, identifique-os geometricamente como as abscisas dos pontos de
intersecao do grafico de f com a curva y = .

(a) f(z) = V1 —a? (b) f(x) = 4z — 42 (c) flz) =2® —x+1

2. Verifique que a hipotese de que a funcao esteja definida em um intervalo fechado
é essencial para o Teorema [3.3] isto é, o resultado ndo é verdadeiro para fungoes
continua definidas em intervalos do tipo [a,b), (a,b] e (a,b).

Prove: toda funcao f : [a,b) — [a,b) continua e sobrejetora tem ponto fixo.
Exiba f : (a,b) — (a,b) continua, sobrejetora e livre de ponto fixo.

Prove: nao existe fungao continua e injetora de uma circunferéncia na reta.

SEEER A S

Seja S = {(z,y) € R" : 22 + y* = 1} a circunferéncia em R? de centro na
origem e raio 1. Sejam ST e S~ as semicircunferéncias fechadas norte e sul,
respectivamente. Seja f : ST — S~ uma funcio continua. Prove que existe um

ponto (zg,yo) € ST tal que f(zo,yo) = (20, —Yo).
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4 NUMERO DE ENROLAMENTO DE UMA CURVA

Uma defini¢ao formal para o nimero de enrolamento de uma curva ao redor de um
ponto que nao pertence a sua imagem requer minuciosos detalhes e pode ser muito
exaustiva, a depender do que possamos assumir como familiar. O que apresentamos
a seguir é uma defini¢ao intuitiva, de facil compreensao, e que respondera a altura as
nossas pretensoes. Destalhes podem ser vistos em [II, Segoes 17-23].

Seja v : [a,b] — R? uma curva fechada no plano e seja y € R? — im(y) um ponto
do plano que nao pertence a trajetéria da curva. Para cada ¢t € [a,b], seja r; a
semirreta que parte de y e passa por y(t). Quanto t varia de a até b, os pontos ()
percorrem toda a trajetéria da curva 7y e, por sua vez, as semirretas r; rotacionam
em torno do ponto y. Como a curva é fechada, r; retorna, afinal, para a sua posicao
inicial, ou seja, r, = r,. Portanto, durante o movimento, as semirretas r; descrevem
um certo nimero completo de rotagoes ao redor de y. O contador algébrico desse
nimero de rotagoes completas (atribuindo sinal positivo as rotagdes anti-horarias e
sinal negativo as horarias) é chamado o nidmero de enrolamento da curva v ao redor
do ponto y e se denota por w(7,y).

Na figura abaixo sdo apresentadas cinco curvas com indicagdes do nimero de
enrolamento ao redor de pontos de cada componente de seu complementar.

Dada uma curva fechada v : [a,b] — R?, o ntimero de enrolamento que acabamos
de definir pode ser considerado como uma funcao:

w(y, ) : R* —im(y) — Z
A respeito dessa funcgao, valem as propriedades a seguir; ver [I Segao 25].

1. w(y,+) é uma funcdo continua (munido Z da topologia discreta).
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2. w(v,-) é constante sobre cada componente de R? —im(y). Além disso, se y esta
na componente ilimitada de R* — im(v), entdo w(vy,y) = 0.

3. Se H : [a,b] x [0,1] — R? é uma homotopia que inicia em 7, e termina em
e se y € R? ndo pertence & imagem de H, entdao w(yo,y) = w(y1,y).

O conceito de homotopia que aparece na propriedade 3 serd apresentado e
elucidado durante o minicurso. Por ora, antecipamos brevemente a interpretagao
da propriedade: Iniciamos com uma curva fechada v, e um ponto y € R? — im().
Entao, deformamos continuamente a curva 7, assim obtendo uma curva ~;. Se,
durante a deformagdo, a curva nao passa pelo ponto y, entao w(7yo,y) = w(y1,y).

Doravante, denotamos por D o disco unitario de centro na origem no plano R2,
isto é, D = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1}. Sua fronteira é a circunferéncia de centro na
origem e raio 1, a saber, S = {(z,y) € R? : 2% + y* = 1}.

Dada uma funcao continua f : D — R? a imagem f(S) pode ser vista como a
trajetéria da curva fechada vy = f o~y :[0,1] = R? em que v : [0,1] — D dada por
~(t) = (cos 2mt, sen 27t) é a parametrizagdo candnica da circunferéncia S.

Dado um ponto y € R? — f(S), definimos o nimero w(f,y), chamado o nimero
de enrolamento de f ao redor de y, por

w(f,y) == w(ys,y).

Por exemplo, se £ : D — R? ¢ a inclusdo natural, isto é, £(x) = z para todo x € D,
entao, em termos de parametrizacao, v, = v. E temos:

_J 1 se yeD-S5;
w(g’w_{o se y€R?—D.

A seguir, apresentamos aquele que poderiamos chamar o Teorema de Bolzano
Bidimensional.

Teorema 4.1 Seja f: D — R? uma funcdo continua e seja y um ponto de R%2— f(5).
Se w(f,y) #0, entao y € f(D).

Prova: Para cada t € [0, 1], seja S; a circunferéncia de raio ¢ centrada na origem.
Note que S; = S e Sy consiste apenas da origem. Suponhamos que y ¢ f(D). Entao
y ¢ f(S;) qualquer que seja t € [0, 1]. Logo, quando ¢ decresce de 1 até 0, a familia
de curvas f(S;) descreve uma homotopia (uma deformagao continua) que inicia em
7 e termina na curva constante em f(0); veja a figura a seguir.
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Segue das propriedades 2 e 3 do niimero de enrolamento que w(f,y) = 0. 0

Nas duas secOes seguintes, utilizaremos o Teorema para provar os famosos
Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e Teorema de Borsuk-Ulam em dimenséo 2.

O Teorema estende-se para funcoes f : X — R2 definidas e continuas
em qualquer espacgo topologico X que seja homeomorfo ao disco D, isto é, para o
qual existe uma funcdo h : D — X que seja continua e bijetora, e cuja inversa
h=': X — D também seja continua. Uma tal funcao, quando existe, é chamada um
homeomorfismo, e dos espacos X e D diz-se que sao homeomorfos.

Suponhamos, pois, que seja este o caso, e fixemos um homeomorfismo h : D — X.
Entao, a fronteira ¥ de X ¢é homeomorfa a circunferéncia S, sendo a funcao
hls : S — 3, obtida pelas restri¢oes 6bvias de h, um homeomorfismo.

Seja f : X — R? uma funcdo continua e seja v : [0,1] — D a parametrizacio
canonica da circunferéncia S. Entdo 7} = fohoy:[0,1] — R? é uma curva fechada
em R2. Veja figura a seguir.

5 >
h
2 _F )
h71

Para um ponto qualquer y € R? — f(¥) = R* —im(7}), estd definido o nmimero de
enrolamento w('y?, y). Definimos o nimero de enrolamento de f ao redor de y por

w(f,y) == wf,y).

O leitor mais cismado ha de questionar, com razao, se essa definicdo depende ou
nao do homeomorfismo h. A resposta é sim, depende! Mas nao é dificil ver que
a nulidade do nimero nao depende de h; com efeito, se h,h' : D — X sdo dois
homeomorfismos, entao os nimeros w(v},y) e w(%}}/, y) tém o mesmo valor absoluto.
Ja que o que nos importa é apenas saber se o nimero de enrolamento é nulo ou nao,
a dependéncia de h torna-se supérflua.
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Suponhamos que o nimero de enrolamento w(f,y) # 0. Pelo Teorema , 0
ponto y pertence a f o h(D), isto é, existe py € D tal que (f o h)(py) = y. Portanto,
para o ponto xo = h(pg) € X, temos f(xy) =y, 0 que mostra que y € f(X).

Essa versao mais geral do Teorema sera utilizada na prova do Teorema de
Borsuk-Ulam bidimensional, na Se¢ao [6]

EXERCICIOS

1. Para cada inteiro k, seja v : [0, 1] — R? dada por 7, (t) = (cos 2kmt, sen 2knt).
Verifique que w(v, 0) = k.

2. Mostre que a reciproca do Teorema nao é verdadeira, isto é, se y € f(D),
nao se tem necessariamente w(f,y) # 0.

5 TEOREMA DO PoNTO FIiXxO0 DE BROUWER

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer é um dos mais famosos e importantes
teoremas da matemadtica. Estima-se que cerca de 95% do matemadticos o conhecam
e saibam enuncid-lo com precisdo, mas menos de 10% deles sabiam demonstra-lo. A
seguir, apresentamos uma demonstragao para a versao desse teorema em dimensao
dois. Inciamos com alguns resultados preliminares, que podem ser provados como
consequéncia do Teorema [4.1]

Assim como na secao anterior, denotamos por D o disco unitario de centro na
origem no plano R?, cuja fronteira é a circunferéncia S.

Proposicao 5.1 Seja f: D — R? é uma funcdo continua que deiza fizo cada ponto
de S. Entio D C f(D).

Prova: Seja 7 : [0,1] — R? a parametrizacdo candnica de S e seja y um ponto
de D — S. Como, por hipétese, f|s = identidade, temos v = . Portanto
w(f,y) = w(y,y) = 1. Pelo Teorema [1.1] y € f(D). Isso prova que D — S C f(D).
Como, além disso, S = f(S) C f(D), concluimos que D C f(D). O

Observamos que, sob as hipoteses da Proposicao [5.1] nao se pode concluir que se
tenha necessariamente D = f(D). Um exemplo simples em que a inclusao D C f(D)
é estrita pode ser providenciado pelo leitor.

Corolario 5.1 (Inexisténcia de Retragao) Nao existe fun¢ao continua f : D — S
que deize fixos todos os pontos de S.

Prova: Suponha que f : D — S seja uma fungdo que deixe fixo cada ponto de S.
Pela Proposicao [5.1] devemos ter D C f(D) = S, o que é absurdo. O
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O Corolario [5.1] é conhecido como o Teorema da Inexisténcia de Retracao do
disco sobre a circunferéncia. Seu nome se deve a seguinte terminologia: Seja A um
subconjunto de um espago topologico X; uma retragio de X em A é uma funcao
continua r : X — A que deixa fixo cada ponto de A. Se uma tal retracdo existe,
diz-se que A é um retrato de X. Nessa terminologia, o Coroldrio [5.1] afirma que a
circunferéncia S nao é um retrato do disco D.

Teorema 5.1 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer) Toda fun¢io continua do disco
em si proprio possui ponto fizo.

Prova: Suponhamos que exista uma funcao continua f : D — D livre de ponto fixo,
isto é, f(r) # x para todo x € D. Entdo, para cada x € D, fica bem definida a
semirreta que inicia em f(z) e contém z. Tal semirreta intercepta a circunferéncia S
em um tnico ponto r(z), o qual varia continuamente com z (o leitor mais cismado
verificard as duas afirmagoes dessa frase). Ademais, se x € S entdo r(z) = z. Isso
define uma retragdo r : D — S.

Como uma tal retragao nao pode existir, devido ao Corolério também inexiste
funcao continua de D em si proprio que seja livre de ponto fixo. O

No Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, ndo tem qualquer relevancia o fato do
disco D ser “redondo” ou ser unitario; essas sao caracteristica geométricas, ao passo
que o teorema tem carater topoldgico. O que queremos dizer com isso é que o teorema
permanece valido se no lugar do disco D colocamos qualquer espaco topologico X
que seja homeomorfo a D, isto é, para o qual exista um homeomorfismo h: D — X.

Suponhamos, pois, que seja este o caso, isto é, que seja h : D — X um
homeomorfismo. Vamos provar que toda fungdo continua de X em si proprio possui
ponto firo. Seja f: X — X uma fun¢ao continua.

h
SR
p-1

Considere a funcao composta ¢ = h ™o foh:D — X — X — D. Por ser essa
fungao continua (claro!), segue do Teorema do Ponto fixo de Brouwer que existe um
ponto pg € D tal que ¢(py) = po. Ponhamos z¢ = h(py). Vamos verificar que g é um
ponto fixo de f. Com efeito, py = p(po) = L= (f(h(po))) = h~*(f(x0)); aplicando o
homeomorfismo h de ambos os lado resulta zq = f(x).
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EXERCICIOS

1. Dé exemplo de uma func¢ao continua f : D — D que:

(a) Tem o centro do disco como seu tnico ponto fixo.
(b
(

)

) Tem, como tinico ponto fixo, um ponto do interior diferente do centro.
(¢) Tem, como tinico ponto fixo, um ponto da fronteira S.
)

)

d

(e) Tem a fronteira S como conjunto de pontos fixos.

Tem um segmento diametral como conjunto de pontos fixos.

2. Seja f: X — X uma fungao continua, em que X é subespaco de algum espaco
euclidiano. Prove que o conjunto dos pontos fixos de f é fechado em X.

3. Prove que nao existe uma fungao continua f : D — D cujo conjunto de pontos
fixos seja o interior do disco.

4. Prove que o Teorema [b.1] implica o Corolario [5.1}

5. Seja S? = {(x,y,2) € R®: 22+ y? + 22 = 1} a esfera em R? de centro na origem
eraio 1. Sejam E1 e E~ os hemisférios fechados (incluindo a linha do Equador)
norte e sul, respectivamente. Seja f : ET — E~ uma funcao continua. Prove
que existe um ponto p € E* tal que f(p) = —p.

6. Seja A uma matriz 3 x 3 cujas entradas sdo niimeros reais positivos. Prove que
A possui um autovalor real positivo.

6 TEOREMA DE BORSUK-ULAM

O Teorema de Borsuk-Ulam, conjecturado por Stanislaw Ulam e demonstrado por
Karol Borsuk em 1933, é um dos primeiros e mais famosos teoremas topolégicos de
coincidéncia. Provamos sua versao em dimensao um na Segdo 2 e agora provaremos
sua versao bidimensional utilizando o Teorema [4.1]

Teorema 6.1 (Teorema de Borsuk-Ulam) Toda funcio continua da esfera no plano
colapsa um par de pontos antipodas.

Prova: Seja f : S? — R? uma funcio continua da esfera no plano. Para cada x € S2,
seja g(x) € R? o ponto final do vetor equipolente a f(z') — f(x) emitido a partir da
origem 0 € R%. Em toda a prova, 2’ denota o antipoda de z.

fa)
1) /

0
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A funcdo g : S? — R? é continua e tem a propriedade que, para cada x € S?, o
ponto g(z') é simétrico a g(z) com relagdo a origem.

Provar que f : S? — R? colapsa um par de pontos antipodas equivalente a provar
que existe z € S? tal que g(z) = 0. E isso o que provaremos.

Seja P um plano fixado contendo o centro da esfera S? e seja ¥ a circunferéncia
méxima de S? correspondente a interseccio P N S%. Seja H um dos hemisférios
fechados da esfera delimitados pelo corte por P. Observamos que H é homeomorfo
ao disco D, sendo que sua fronteira corresponde a circunferéncia ¥ = P N S2.

A seguir, aplicaremos a versiao mais geral do Teorema [4.1], descrita apGs sua prova.
Para tanto, passamos a considerar a restricao da fungao g ao hemisfério H. Para nao
sobrecarregar a notacao, denotamos essa funcao ainda por g : H — R2.

A simetria a que nos referimos acima quanto aos pontos g(z) e g(z’) faz com que
a curva g(X) seja simétrica com relagio a origem 0 € R?; ver figura a seguir. Com
efeito, sejam 7 € 3 um ponto fixado e =, € 3 seu antipoda. Seja ¢ C S* o arco de
Ty para xj e seja o’ C S! o arco de x}, para zg, consecutivo em sentido ao arco o, de
tal modo que o U o’ = 3. A curva g(3) é a concatenagdo do caminho g(o), que vai
de g(xo) para g(xp), com o caminho g(o’), que vai de g(z() para g(zo). Por simetria,
o caminho g(¢’) descreve, ao redor da origem, tantas voltas completas quanto o
caminho g(¢), com as voltas correspondentes ao mesmo sentido. Além disso, quando
concatena-se g(o) com g(o’) surge uma volta completa extra (externa). Portanto, o
nimero de enrolamento de g(X) ao redor da origem é da forma 2k + 1, em que k é o
numero de voltas completas dadas ao redor da origem pelo caminho g(o).

Por conseguinte, o nimero de enrolamento w(g,0) deve obrigatoriamente ser
fmpar, o que impde w(g,0) # 0. Pela versio mais geral do Teorema [4.1] existe

p € H tal que g(p) = 0, o que implica f(p) = f(—p). U

Se assumimos a superficie da terra como uma esfera (ou como um elipsoide, que
é um objeto homeomorfo & esfera) e consideramos as fungdes temperatura e pressao
como fungoes continuas no espaco e no tempo, entao obtemos, como consequéncia do
Teorema de Borsuk-Ulam, um interessante resultado chamado o Primeiro Teorema da
Meteorologia. E claro que as fungoes temperatura e pressao podem ser substituidas
por quaisquer outras que possam ser assumidas continuas.
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Corolario 6.1 (Primeiro Teorema da Meteorologia) Em todo instante, existem na
superficie da terra pontos antipodas com a mesma temperatura e a mesma pressao.

Prova: Considere a superficie S da terra como sendo uma esfera ou, se preferir, um
elipsoide (que é homeomorfo a esfera). Seja T : S — R a fun¢do que associa a cada
ponto z € S a temperatura 7'(x) em tal ponto, e seja P : S — R a fungdo que associa
a cada ponto x € S a pressao T'(z) nesse ponto. Assumindo que essas fungoes sejam
continuas, também o é a fungdo F : S — R? dada por F(x) = (T(z), P(x)). Entao,
pelo Teorema de Borsuk-Ulam, existem pontos z( e z{, antipodas sobre S para os
quais se verifica (T'(xg), P(xg)) = F(xo) = F(z) = (T'(z(), P(xy)). O

Como uma aplicacao do Teorema de Borsuk-Ulam, vamos apresentar um resultado
que garante a resolucao do seguinte problema:

O Problema das Panquecas: Suponha que duas panquecas de formato irregular
estejam em um mesmo prato (plano). Serd possivel cort-las exatamente ao meio
com um tnico golpe (linear) de faca?

Se, por exemplo, cada panqueca tem a forma de um circulo perfeito, entao a reta
passando pelos centros de tais circulos é o traco providencial para o corte desejado. O
problema torna-se mais dificil, no entanto, se o formato das panquecas nao é restrito.
Apresentamos, a seguir, a solugdo para o problema, que pode ser vista em [4].

Corolario 6.2 (Teorema da Bissec¢ao) Dadas duas regices poligonais em um
plano, existe uma linha reta que divide ambas ao meio com relacdo a drea.

Prova: Considere regides poligonais A; e Ay no plano P = R? x {2} C R3. Dado
u € S2, considere o plano P, C R? que passa pela origem e tem u como vetor normal.
O plano P, divide o espaco R? em dois semi-espacos.

Para i = 1,2, seja f;(u) a area da por¢ao de A; que esta no semi-espago delimitado
por P, para o qual aponta o vetor u. Se u = k entdo fi(u) = érea(4;), e se u = —k
entdo f;(u) = 0. Por outro lado, se u # +k entdo P, corta o plano P ao longo de
uma reta L, que divide P em dois semiplanos, e f;(u) é a area da porgao de A; que
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estd em um lado especifico de L,, a saber, o lado contido no semi-espago para o qual
aponta o vetor u. Trocando u por —u obtemos o mesmo plano P,, mas trocamos o
semi-espago. Por essa razao:

filu) + fi(—u) = area(A;). (1)
Seja F': S? — R? dada por F(u) = (fi(u), fo(u)). Pelo Teorema de Borsuk-Ulam,
existe ug € S? tal que F(uy) = F(—ug). Isso implica que, para cada i = 1,2, tem-se

fi(uo) = fil=uo)- (2)

As equagdes (1) e (2) juntas implicam que f;(u) = Ldrea(4;) para i = 1,2. O

A titulo de generalidade, observamos que as regioes consideradas no Teorema [6.2
nao precisam ser poligonais, basta que sejam conexas e mensuraveis.

Ha ainda outra aplicagdo para o Teorema de Borsuk-Ulam, cuja assercao ¢ uma
versao tridimensional do problema das panquecas; chama-se Teorema do Sanduiche
de Presunto. Ele é apresentado no Exercicio 4 desta secgao.

EXERCICIOS

1. Dé exemplo de uma funcdo continua f : S? — R? que:

(a) Colapsa exatamente um par de pontos antipoda.

(b) Colapsa exatamente dois pares de pontos antipodas.

2. Suponha que seja f : S? — S? uma funcio continua tal que f(z) # f(z') para
todo x € S?. Prove que f é sobrejetora.

3. Prove que o Teorema de Borsuk-Ulam é equivalente a seguinte assercao: Ndo
existe funcdao continua f : S% — S tal que f(z') = f(z) para todo x € S?.

4. Sejam A, B e C trés poligonos no espaco R3. Prove que existe um plano que
divide os trés ao meio com relagdo ao volume.
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