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MINICURSO

Integracao do século XXI

A integral de Henstock-Kurzweil

Andrade da Silva, Fernanda E|; da Silva, Marcia R.EI

Resumo: Sendo o carro-chefe da andlise moderna, a integral é sem diuvida uma das
pecas mais familiares do Cdlculo. Mas a integral com a qual a maioria estd
familiarizada, a integral de Riemann, é na verdade apenas uma entre vdrias. Na
verdade, a teoria de integracao vem se desenvolvendo e, incrivelmente, novas descobertas
continuam a enriquecer este ramo da matemdtica. Aqui, buscamos desenvolver os
conceitos primordiais introduzidos por Riemann que fazem de sua teoria tao amplamente
aceita pela comunidade em geral. Mas, também, apresentamos pontos falhos da integral
de Riemann que fizeram com que suas ideias precisassem de complemento. Com isso,
veremos a definicio de integral atribuida a Henstock-Kurzweil que generaliza os
resultados predecessores e amplia a gama de funcoes denominadas integrdaveis. Além
disso, exibimos os resultados fundamentais da elegante e moderna definigdo.

Palavras-chave: Integral de Riemann, Integral de Henstock-Kurzweil.
Carga Hordria: 3h

Objetivos: O objetivo deste minicurso é apresentar de modo geral, porém simples, o
conceito e as principais propriedades da integral de Henstock-Kurzweil.

1 INTRODUCAO

A nocao de derivada ja era conhecida antes de Isaac Newton e Gottfried Leibniz.
A esses dois matematicos é atribuida a invencao do Calculo por volta de 1670. Para
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Newton, o processo de integracao era amplamente visto como um inverso a operac¢ao
de diferenciacao, e a integral era sinénimo da antiderivada. Por volta de 1850, uma
nova abordagem surgiu na obra de Augustin-Louis Cauchy e logo depois na obra de
Georg Riemann. Eles acreditavam que a integral definida poderia ser interpretada como
a area sob curvas continuas e, assim, ser obtida pela soma de uma série infinita de areas
correspondentes a retangulos aproximados de largura infinitamente pequena, o que torna
esta defini¢ao de integral, conhecida como Integral de Riemann, independente da derivada.

A Teoria da Integral de Riemann possui algumas limitagoes. Em primeiro lugar,
a classe das funcoes limitadas Riemann integraveis restringe-se a fungdes com uma
quantidade enumeravel de descontinuidades e nem toda derivada é Riemann integravel.
Assim, muitas func¢oes importantes nao tém uma integral de Riemann, mesmo depois
de estendermos ligeiramente a classe de funcgdes integraveis, permitindo integrais de
Riemann “improprias”. Além disso, mesmo para funcoes integraveis, é arduo provar
bons teoremas de convergéncia usando apenas as ferramentas normalmente associadas
as integrais de Riemann. Por exemplo, o limite pontual de fungoes Riemann integraveis
nao é necessariamente integravel neste sentido. Para superar estas deficiéncias, Henri
Lebesgue propos uma nova nocao de integracao, conhecida como integral de Lebesgue.
Esta integral ¢ estritamente mais geral do que a integral de Riemann, ou seja, pode-
se integrar uma classe maior de fungoes. Contudo, ao comparar a integral impropria de
Riemann com a integral de Lebesgue, descobrimos que nenhuma ¢é estritamente mais geral
que a outra. Ademais, o método de Lebesgue é complexo e é necessario uma quantidade
consideravel de Teoria da Medida até mesmo para definir sua integral.

Nem a integral impropria de Riemann nem a integral de Lebesgue geraram uma
construcao totalmente satisfatoria de antiderivadas. Nog¢bes um pouco mais gerais de
integral foram fornecidas por Arnaud Denjoy (1912) e Oskar Perron (1914). Entretando,
suas defini¢oes revelaram-se equivalentes.

Décadas mais tarde, de forma independente, Ralph Henstock (1955) e Jaroslav
Kurzweil (1957) criaram uma formulagdo muito mais simples da integral de Denjoy-
Perron. Essa integral é conhecida por varios nomes: integral de Henstock-Kurzweil,
integral generalizada de Riemann, integral de Perron e, devido a sua defini¢do, também ¢é
chamada de integral de calibre. Por ser uma integral consideravelmente mais simples do
que a integral de Lebesgue e por englobar as integrais de Riemann, Newton e até mesmo
a de Lebesgue, o interesse por esta integral tem crescido nas ultimas décadas, e alguns
matematicos até defendem que devemos ensinar a integral de Henstock-Kurzweil ao lado
ou no lugar da integral de Riemann ou da integral de Lebesgue.

A integral Henstock-Kurzweil possui diversas vantagens em relacao as demais. Por
exemplo, com esse novo conceito, temos finalmente que toda fungdo derivavel é integravel.
Além disso, a integral de Kurzweil e Henstock nos permite lidar com integrandos que sao
altamente oscilatérios e apresentam uma quantidade nao enumeravel de descontinuidades.

Iniciariemos com um breve desenvolvimento histérico da teoria de integracao, onde
esperamos oferecer algum contexto e foco para os problemas investigados ao longo deste
minicurso. Para uma discussdo mais abrangente dos primérdios formais do Célculo e
do desenvolvimento da integral, remetemos o leitor a [5, Capitulos 16, 17 e 22]. Em
seguida, apresentaremos a terminologia usual para o estudo da integral de Riemann e
relembraremos as condi¢oes necessarias e suficientes para que uma funcao seja Riemann
integravel, além de apresentarmos algumas deficiéncias desta integral. Procedendo com o
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estudo das integrais, introduziremos a particdo marcada d-fina, conceito que atua como
base para o estudo da integral de Henstock-Kurzweil. Exploraremos algumas propriedades
da integral de Henstock-Kurzweil e veremos que esta integral supera a maior desvirtude
da integral de Riemann, ou seja, a incapacidade de integrar todas as derivadas. Por fim,
apresentaremos uma discussao dos teoremas de convergéncia para a integral de Henstock-
Kurzweil.

2 O DESENVOLVIMENTO HISTORICO DO INTEGRAL

O conceito de integral surgiu, inicialmente, de tentativas de determinar a area de
figuras geométricas e de curvas. Embora algumas solugdes para estes problemas tenham
sido conjecturadas antes do século XVII, o primeiro grande avanco em relacao aos métodos
gerais para resolver problemas de drea coincidiu com o desenvolvimento do Célculo. E
importante ressaltar que foi a compreensao da relagao fundamental entre o problema da
tangente e o problema da area, isto é, entre o calculo diferencial e o calculo integral, que
proporcionou o maior impulso para a génese completa da integral moderna.

Historicamente, integracao foi definida como o processo inverso da diferenciagao, ou
seja, uma funcao F' era a integral de uma funcao f se F' = f. Para Gottfried Leibniz, a
integral representava a area de curvas.

Embora ambas as nogoes de integral fossem suficientes para resolver muitos problemas
numéricos anteriormente intrataveis, elas possuiam varios pontos fracos. Primeiramente,
a classe de curvas integraveis foi limitada nao apenas as curvas continuas, mas também
aquelas com anti-derivadas elementares. Em segundo lugar, e talvez mais problematico,
nem a integral de Newton nem a integral de Leibniz possuiam uma base tedrica rigorosa
e nenhum dos matematicos foram capazes de fornecer uma justificativa sélida para a
manipulacao destes objetos matematicos.

No século XIX, o Calculo sofreu uma reconstituicao radical. Em vez de se concentrarem
nas solugoes de problemas numéricos, ou em métodos de calculo de integrais, os
matematicos comecaram a enfatizar a nocao de “rigor” tedrico e procuraram fornecer a
matematica uma base concreta e, mais importante, logicamente justificada. Foi Augustin-
Louis Cauchy, um prolifico matematico do século XIX, quem estabeleceu o Calculo com
base no conceito moderno de limite. Rompendo com a tradi¢ao dos séculos XVII e XVIII,
Cauchy definiu a integral como o limite de uma soma, e nao em termos de antiderivadas.
Voltando a nocgao de que a area sob uma func¢ao poderia ser aproximada somando as areas
de retangulos adequadamente selecionados, Cauchy observou que, para fungoes continuas,
a soma resultante tornou-se mais precisa a medida que mais retangulos de largura menor
eram usados. A ideia era considerar uma funcao real f definida em um intervalo [a,b] e
dividir este intervalo em pequenos subintervalos [t;_1,t;] C [a,b], 1 < i < n. Assim, o
valor f(t;)(t; —t;—1) (4rea do retdngulo de altura f(¢;) e base com extremos em t; 1 e t;)
¢ entdao usado para aproximar a drea sob o grafico de f em [t;_1,t;]. A drea total sob a
curva no intervalo [a, b] é entdo aproximada por

E facil observar que a aproximagao melhora a medida que os retangulos ficam mais finos,
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ou seja, o comprimento dos subintervalos [a,b] fica menor. Simbolicamente, sua ideia
pode ser representado por

b n
/a Sy = Jig 32700~ ti).
No entanto, a definicdo de Cauchy garantiu a existéncia da integral definida apenas
para fungoes com no maximo um nuimero finito de descontinuidades. Por esta razao,
Georg Bernhard Riemann procurou generalizar a integral de Cauchy para que uma
classe mais ampla de fungoes pudesse ser integrada. Riemann fez isso permitindo que a
altura dos retangulos aproximados fosse determinada por qualquer ponto no subintervalo
correspondente, em vez de apenas pelos pontos finais. Assim, a integral de Riemann
assumiu a seguinte forma

[ vt = Jim 3 re s 60,

em que ¢; € [t;_1,t;], 1 <i <n. Com esta definigdo em maos, Riemann comegou entao a
determinar com precisao quais fungoes tinham ou nao integrais definidas.

Embora a integral de Riemann finalmente tenha fornecido ao Calculo uma base estavel,
ela teve seus proprios problemas. Um aspecto importante dessa integral se situa no
Teorema Fundamental do Calculo, que propoe,

em que F' é uma primitiva de f, ou seja, F'(x) = f(z). Entretanto, segundo a defini¢ao de
integral, esse resultado s6 é valido segundo hipoteses rigorosas. De fato, nem toda fungao
Rieman integravel possui uma primitiva (veja Exemplo e, também, mesmo que uma
func¢do possua primitiva, ela pode ndo ser Riemann integravel (veja Exemplo [4.3)).

No final do século XIX e inicio do século XX, muitos matematicos procuraram expandir
os conceitos de andlise para além do conjunto dos niimeros reais e, assim, definicdes de uma
integral mais abstratada foram requisitadas. Talvez a mais famosa delas seja a integral
de Lebesgue, desenvolvida no inicio do século XX por Henri Lebesgue. Essa integral
ampliou a gama de fungoes integraveis, mas, no entanto, nao conseguiu suprir o problema
do Teorema Fundamental do Céalculo. Ademias, devido a sua complexidade, a integral de
Lebesgue é frequentemente estudada extensivamente apenas no nivel de pés-graduacao.

Na década de 1950, os matematicos Jaroslav Kurzweil e Ralph Henstock construiram
uma nova integral que apresentava uma notavel semelhanga com a definigdo de Riemann.
Em sua definicao, a abordagem intuitiva da integral de Riemann é preservada, mas ao
contrario de Riemann que considera parti¢oes marcadas de um intervalo com subintervalos
cujos comprimentos sao limitados por uma constante fixa, Henstock e Kurzweil usaram
uma funcao estritamente positiva ¢, chamada de calibre, para medir o comprimento de
cada subintervalo, ou seja, o comprimento maximo dos subintervalos pode variar. Ao
fazer este pequeno ajuste, descobriu-se que a sua integral, conhecida como integral de
Henstock-Kurzweil, também superou as limitagoes da integral de Riemann, em particular,
ela recupera todas as primitivas como integrais. Outra vantagem dessa nova integral é que
a classe de fungoes Henstock-Kurzweil integraveis é estritamente maior do que a classe
de fungoes Riemann (impréprias) integravies. De fato, a fungao de Dirichlet é Henstock-
Kurzweil integravel. Na verdade, a integral de Henstock-Kurzweil generaliza até mesmo
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a integral de Lebesgue e também nos permites lidar com integrandos que sdo altamente
oscilatorios e apresentam muitas descontinuidades.

3 INTEGRAL DE RIEMANN

Embora o leitor esteja sem duvida familiarizado com o conceito geral da integral
e de varios métodos para realizar a integracao a partir de um estudo de Calculo de
nivel de graduacao, revisaremos nesta secao a definicdo precisa da integral de Riemann e
outros requisitos de notacao, antes de mergulharmos em uma investigacao das condi¢oes
necessarias e suficientes para que uma fungdo com valor real seja integravel de Riemann.

Iniciaremos examinando varios conceitos relacionados as subdivisdes de intervalos
fechados e limitados.

Definigao 3.1. Uma particao de um intervalo [a,b] é uma colecio finita de pontos
P={z;:1<i<n}taquea=xy<z1<...<zy =0b. Denotamos o conjunto de todas
as partigoes de [a,b] por Dla,b].

Embora, a rigor, uma particao se refira a um conjunto ordenado de pontos, uma vez
que este conjunto subdivide naturalmente um intervalo [a,b] no conjunto de intervalos
{la, z1], [x1,z2], ..., [Tn_1,b]} , usaremos frequentemente a palavra partigdo para denotar
o conjunto resultante de subintervalos [z;_1,z;] C [a,b], 1 < i < n. No que segue,
apresentamos os conceitos de soma inferior e superior de uma fungao real.

Defini¢ao 3.2. Sejam P = {z; : 1 <i < n}, uma parti¢io de [a,b] e f : [a,b] — R uma
funcao limitada. Definimos a soma inferior

n

Sint(f3 P) =Y mi(x;i — xi-1),

i=1
em que m; = inf{f(x) : © € [z;_1,x;]} Analogamente, definimos a soma superior

n

Seup(f; P) = Z Mi(x; — 1),

=1

onde M; = sup{f(z) : x € [x;_1, 2]}

Na sequéncia, discutiremos o que acontece com a soma inferior e superior de uma
funcao, quando tomamos diferentes particoes.

Defini¢ao 3.3. Sejam P,Q € Dla,b]. Dizemos que Q) é mais fina do que P quando
P C Q. Neste caso, também ¢é dito que () refina P.

A demonstracao do resultado abaixo pode ser encontrada em [6, Teorema 1].

Teorema 3.1. Seja f : [a,b] — R uma fungdo limitada. Quando se refina uma particao
P € Dla,b], a soma inferior de f nao diminui e a soma superior ndio aumenta. Em outras
palavras Sis(f; P) < Sint(f;Q) € Seup(f; Q) < Seup(f; P) para toda particio Q € Dla,b]
tal que P C Q.
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Como consequéncia do Teorema [3.1] toda soma inferior de f é menor ou igual a
qualquer soma superior. A partir desses conceitos, podemos definir integrais.

Definicao 3.4. Seja f : [a,b] — R uma fungdo limitada. Definimos

e a integral inferior de f por

e a integral superior de f por

/bf(m)dx: inf _ Sup(/: P).

a PeDlJa,b

Pelas propriedades do infimo e do supremo, temos as seguintes propriedades.

Proposigao 3.1. Seja f : [a,b] — R uma fung¢io limitada. Para todo € > 0, existem
particoes P, Q) € Dla,b] tais que

/b f(z)de —e < Sine(f; P)

/ab F(@)dz + & > Sep(f; Q).

A seguir, veremos quando uma func¢ao ¢ dita Riemann integravel.

Definicao 3.5. Uma fungao limitada f : [a,b] — R € dita Riemann integrdvel quando

/b flz)dx = /b f(x)dx.

_a a

Sabemos que a integral de Riemann é linear e aditiva em relacao aos intervalos. Em
outras palavras, é valido

/abaf(a:)da: =«

/acf(:c)d:c + /be(:c)d:c] ,

para todo ¢ € [a,b] e toda constante o € R.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.1. Seja f : [a,b] — R uma fungio constante, isto é, f(x) = ¢ para todo
x € [a,b]. Entdo, para toda particao P = {x; : 1 <i <n} € Dl[a,b], temos

m; = inf{f(z);x € [x;_1,2;]} = c= M, =sup{f(x);x € [x;-1, 7]}, para todo1 < i <n.

Assim, Sint(f; P) = ¢ = Ssup([f; P) para todo P € Dla,b] e, consequentemente,

/ba f(z)ds = /a_bf(x)dx =c(b—a).

Logo, toda funcao constante é Riemann integravel.
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Exemplo 3.2. Seja f : [a,b] — R uma fung¢io escada, ou seja, existe uma particao
P={x;:1<i<n} € Dla,b] tal que fl, ,—z) € uma fun¢io constante. Como

[ s@ie =3 [" sy,

i=17Ti-1

seque do Exemplo que f € Riemann integrdvel e

em que f(x) = ¢; para todo x € [x;_1,x;], 1 <i<mn.
Exemplo 3.3. Seja f : [a,b] — R a fungao de Dirichlet, dada por

ro={g re®

Dada qualquer particgio P = {x; : 1 < i < n} € Dla,b], temos m; = 0 e M; = 1,
1 <i < n, uma vez que todos os intervalos [x;_1,x;] de P contém nimeros racionais e
irracionais. Logo Sie(f; P) =0 € Squp(f: P) =b—a para todo P € Dla,b|, o que implica
que f ndo é Riemann integravel, pois

/b f(x)dx=0 e /abf(x)dx:b—a.

_a

Estamos interessados agora em apresentar alguns critério de integrabilidade.
Teorema 3.2. Seja [ : [a,b] — R uma fungio limitada. As sequinyes afirmagoes sao
equivalentes.

o f é Riemann integravel.

e Para todo € > 0, existem particoes P, () € Dla,b] tais que Ssup(f; P)—Sint(f; Q) < €.

e Para todo € > 0, existe P € D[a,b] tal que Squp(f; P) — Sine(f; P) < €.

e Para todo € > 0 existe P ={z; : 1 <i <n} € Dla,b|] tal que

n

Zwi(mi — ZL‘i_l) <e¢g,

1=1

em que w; = M; —m,.

Demonstragio. Veja [6, Teorema 4]. ]

Corolario 3.1. Seja f : [a,b] — R uma func¢io limitada. Se existe uma sequéncia de
particoes { P, }nen de [a,b] tal que
lim (Ssup<f; Pn) - Sinf(f; Pn)) = 07 (1)

n—oo

entdo f é Riemann integrdvel e

b
[ 7 @)de = lim Sap(f: P) = Jim Suc(f: Po).
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Demonstracao. Da condigao , dado € > 0, existe N € N, tal que
Seup(f; Pn) — Sime(f: Py) < e, paratodon > N.

Pelo Teorema [3.2] f ¢ Riemann integrével. O

Vejamos agora como podemos aplicar os critérios de integrabilidade para mostrar que
uma funcdo é Riemann integravel.

Exemplo 3.4. Sejam f,g : [a,b] — R fungdes limitadas que diferem de apenas um
subconjunto finito de |a,b]. Entdo, f é Riemann integrdvel se, e somente se, g o for. No

caso afirmativo, temos
b b
/f(m)dx:/ g(x)dx.

Com efeito, a diferenca f — g é uma fung¢ao escada. Logo, f — g € integrdvel (veja

Ezemplo
| 17@) gz = 0.

Como f =g+ (f —g), seque que [ é Riemann integrdvel se, e somente se, g o for e,

/abf(a:)da: = / x)dx +/ )]dx = /abg(x)dx.

Exemplo 3.5. A fungio identidade f : [0,1] — R é Riemann integrivel. De fato,

considere )
1 .
Pn:{:lgzgn}.
n

Como f € crescente, temos

1 .
ml-:Z e MZ-:E.
n n
Assim,
" oi—1 1 1—1
Sint(f3 Pn) = i Li-1) = —
t(f; o) ; n (zi — i-1) n; 0
6 . .
P — n<'n

s
Il
—

Desse modo,

1
n

Ssup(f;Pn)_Sinf(f;Pn) lz

=1

que converge para zero quando n tende ao infinito. Pelo Coroldrio [3.1, f é Riemann
integravel.

Exemplo 3.6. Toda fungio continua f : [a,b] — R é Riemann integravel. Com efeito,
pela continuidade, f assume seus valores mdazimo e minimo em todo subintervalo de |[a, b],
isto €, para toda particao P = {x; : 1 <i <n} € D[a,b] temos

m; = f(CZ> e Ml = f(dz), Ci, dz - [.’L‘ifl,‘%i]. (2)

Além disso, dado € > 0, existe d > 0 tal que

t—s| <d=|f(t) = f(s)] <
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Tome P ={x;: 1 <i<n} € Dla,b] tal que
|P|| = max{|z; — xi—1] : 1 <i<n} <.
Entdo, para todo t;, s; € [x;_1,x;], temos
1t — si| < |x; — x| <0 (4)

Combinando e , obtemos

€
) — flti1)| <
Em particular, por (2)), concluimos
€
M; —m; <
" -

Logo,
Saup(f; P) = Sins(f; P) = Y _[Mi — mi](w; — ;1)

e a conclusao seque do Teorema[3.9

Nosso proximo objetivo ¢ exibir um dos principais resultados da Teoria da integral de
Riemann, conhecido como Teorema Fundamental do Céalculo. Para tanto, apresentaremos
alguns conceitos basicos.

Definicao 3.6. Seja f : [a,b] — R wuma fungio Riemann integrdvel. Definimos
F :[a,b] = R por

t
F(t) = / f(z)dz.
Neste caso, chamamos F' de integral indefinida de f.
Exemplo 3.7. Considere f :[0,2] — R definida por
0, 0<z<1
ﬂ@_{1,1gx§z

Entao, F :[0,2] — R ¢ dada por

0, 0<t<1
‘ﬂw:{t—l,lgxgz

Note que F' € continua, mas nao € derivivel em t = 1 que € a descontinuidade de f.

Defini¢ao 3.7. Uma fungio derivivel F' : [a,b] — R é dita uma primitiva da funcao
f:la,b] = R sempre que F' = f.



XI BIENAL DE MATEMATICA 10

Ja vimos (Exemplo [3.7) que nem toda fungao Riemann integravel possui primitiva.
O proéximo resultado exibe uma condigao suficiente para que a suposicao anterior seja
verdadeira. Para a sua demostracao, remetemos [6, Teorema §].

Teorema 3.3. Seja f : [a,b] — R uma fungao Riemann integrdvel. Se f é continua no
ponto ¢ € [a,b], entdao a sua integral indefinida F : [a,b] — R é derivdvel em c e F'(c) = c.

Corolario 3.2. Toda funcao continua possui primitiva.

Demonstragio. Segue diretamente do Teorema 3.3, uma vez que toda funcdo continua é
Riemann integravel (veja Exemplo [3.6]). O

O proximo resultado, estabelece uma relagao entre os conceitos de derivada e integral.
Em termos praticos, ele fornece um método muito poderoso para calcular integrais sem
recorrer a definicdo como limite de um somatério. Sua prova pode ser encontrada em [0,
Teorema 9].

Teorema 3.4 (Teorema Fundamental do Célculo-Riemann). Sejam f : [a,b] — R
Riemann integrdvel e F : [a,b] — R sua primitiva. Entdo,

b
F() ~ Fla) = [ f(@)da. (5)
Pelos resultados anteriores, concluimos a seguinte versao do Teorema Fundamental do

Célculo.

Teorema 3.5. Se f: [a,b] — R € continua, entio f é Riemann integravel e

em que F' = f.

Utilizando o conceito de conjunto de medida nula prova-se que toda funcao limitada
cujo o conjunto de descontinuidades é enumeravel é Riemann integravel. Este fato,
bastante interessante, é usado para provar que o limite pontual de funcoes Riemann
integraveis nao é necessariamente integravel, como mostra o préximo exemplo.

Exemplo 3.8. Seja {r,}nen C [0,1] uma sequéncia enumerdvel de nimeros racionais.
Para cada n € N, defina

)L =
hl) = { 0, c.c
_ 1, x=rimr
fal) = { 0, cc

fn(if) :{ 1, z=ry,rg,...,1,

0, c.c

Note que cada f, € Riemann integravel, pois é limitada e descontinua apenas em um
nimero enumerdvel de pontos. Por outro lado, {f,}nen converge pontualmente para a
fungdo de Dirichlet que ndo é integrdvel (veja Exemplo .
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4 INTEGRAL DE KURZWEIL

O objetivo desta secao é apresentar de modo geral, porém simples, o conceito e as
principais propriedades da integral de Henstock-Kurzweil. Primeiramente, discutiremos
o modo como Hentock e Kurzweil consideraram as partigoes de um intervalo.

Dada uma particao de um intervalo, muitas vezes é t1til escolher um ponto como
“marcacao” de cada um dos subintervalos da particdo. A construgao resultante é chamada
de particdo marcada. Formalmente, temos a seguinte definicao.

Defini¢ao 4.1. Uma partigio marcada de [a,b] é qualquer cole¢ao finita de pontos-
intervalos P = {(7;,[t;_1,t;]) : 1 < j < k} tal que {t; : 1 < j < k} é uma partigio de
la,b] e 1; € [tj_1,t;]) para todo 1 < j < k. Neste caso, 7;, 1 < j < k é chamado de
marca do intervalo [t;_1,t;]).

Definicao 4.2. Um calibre € toda funcdo estritamente positiva 6: [a,b] — (0, +00).

Definigdo 4.3. Seja § : [a,b] — R um calibre em [a,b]. Dizemos que uma partigio
marcada P = {(7;, [t;_1,t;]) : 1 < j < k} ¢ 6-fina sempre que a inclusio

[tj-1,5] € (75 = 0(75), 75 + 0(73))
¢ valida para todo 1 < j < k.
Pelo Lema de Cousin (veja [I, Teorema 1.4]), para todo intervalo [a,b] e todo calibre
i [a,b] = R, existe uma particio marcada de [a, b] d-fina.
A seguinte definicao descreve a integral de Kurzweil em termos formais.

Definigao 4.4. Seja U: [a,b] X [a,b] — R uma fungio de duas varidveis reais, assumindo
valores reais. Dizemos que U é integravel sobre [a,b], se existir um nimero I € R que
satisfaz: dado € > 0, existe um calibre 6 em [a,b] tal que,

|S(U, P) = 1| = Zl[U(Tjatj) —Ul(ry,t;1)] — 1| <,

para toda particio 6-fina P = {(7;,[tj_1,t;]),1 < j <k} de [a,D)].

A notacio S(U,P) = Yr_ [U(75,t;) = U(r5,t;-1)] indica a soma de Riemann
correspondente & funcdo U e a particao P de [a, b].
O numero real I é chamado integral generalizada de Riemann ou integral de

Kurzweil de U sobre o intervalo [a, b] e é denotado por ff DU(7,t). Se existir a integral
ff DU(r,t), definimos

b
/DUTt /DUTt e /DU(T,t):O quando a = b.

Se considerarmos uma funcao real f: [a,b] — R e definirmos U: [a, b] X [a,b] — R por
U(r,t) = f(7)t, na Deﬁmgao | entdo dada uma particio P = {(7;, [t;_1,%;]),1 < j < k}

de [a, b], obtemos a seguinte soma

S(U,P) = [U(rj,t;) = Ulrj, tj-1) ;f ti1).

=1
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Assim, [* DU(7,t) = [? f(s)ds é6 também chamada de integral de Henstock-Kurzweil,
integral de Henstock, ou de integral de Perron.

O préximo resultado descreve a integral de Riemann em termos de partigoes 9-
finas. Essa caracterizacdo serd fundamental na comparacao da integrais de Riemann
e de Henstock-Kurzweil.

Teorema 4.1. Uma fungdo f : [a,b] — R é Riemann integrdvel se, e somente se, existe
um nimero R € R tal que, para todo € > 0, existe um calibre ¢ : [a,b] — R constante tal
que

k
D fm)t; —tjm) — R <e,
j=1
para toda particio marcada P = {(75,tj=1,t5]) - 1 < j <k} d-fina.
Demonstragdo. Inicialmente, suponha f Riemann integravel. Tome

R:/bf(x)dx: sup  Sue(f; P) = in[f b]Ssup(f;P).

PeDla,b] PeDla,

Por defini¢ao, para todo € > 0, existem parti¢des Py, Py € Dla,b], tal que

—e<Sm(f; PA)—R e Saup(fiP)—R<e. (6)
Tomando P =P, U P, = {t; : 1 < j <k}, temos

Sint(f; P1) < Sine(f; P) e Saup(fi P2) < Ssup(f: P) (7)

(veja Teorema [3.1]). Combinando (6)) e (7)), obtemos

—e<Sm(f;P)—R e Sap(f;P)—R<e. (8)
Defina § : [a,b] — R por 6(z) = dp, em que

do = max{|t; —t;_1]| : 1 < j <k}

Entao, para todo 7; € [t;_1,t;], temos

tj < 50-'-15]',1 < 5(Tj) +Tj

|tj _tj_1| <00 = { tj—l > tj —50 > T —(5(7']')

o que implica que P = {(7;,[t;_1,%;]) : 1 < j < k} é o-fina para todo 7; € [t;_1,t;]. Por
fim, como m; < f(1;) < M;, temos

k
—& Sinf(f; P) — R < Zf(Tj)(tj — tj_l) — R < Ssup(f; P) — R g,
j=1

ou seja,

k
Z:f(Tj)(tj —ti1) — R| <e.

A reciproca é deixada para o leitor. O
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Em outras palavras, o Teorema [£.1] nos diz que ao tomarmos na Definigao [£.4] o calibre
como sendo uma fun¢do constante oy proveniente de um € > 0 dado, concluiremos que
toda funcao Riemann integravel é Henstock-Kurzweil integravel. Entretando, a reciproca
desse fato nao é verdadeira, como ilustra o proximo exemplo.

Exemplo 4.1. A fungao de Dirichlet f : [0,1] — R definida por

1, z€[0,1]NnQ
ﬂ@_{o,xemum®—@)

nao é Riemann integravel (veja Exemplo .

Afirmamos que f é Henstock-Kurzweil integrdavel em [0,1] e [, f(s)ds = 0. Com efeito,
dados € > 0 e (ay)neny uma sequéncia dos racionais em [0,1) N Q, defina o calibre 6 por

===, t=a,, Vn e N;
— on+1 mnsy )
5@_{1, te0,1n (R —Q).

Seja P = {(7},[t;—1,t;]),1 < j < k} uma particio 6-fina em [0,1]. Entdo,

|S(f,P)—0] = f(r)(t; —tj-1)

k
=1

J

A
]~
=
o)
S~—
=
|
o
L
_'_
]~
=
o
=
|
o
|

j=1 j=1 j=1
;€0,1]NQ
= Jz_:l (73) ; 2t =2 €

Portanto, a afirmacao é verdadeira.

O Exemplo [4.T] também evidéncia uma das vantagem de se trabalhar com o calibre:
ele permite incluir conjuntos de pontos finitos ou enumeraveis da uniao de intervalos que
tem comprimento total pequeno e cujas parcelas nao contribuem muito nas somas de
Riemann.

v . ez - ,
Uma outra vantagem do calibre, talvez uma das mais interessantes, é que podemos
forcar a escolha de uma marca. Isso é muito 1til, pois permite controlar certos pontos em
que a fungdo é “mal comportada”. Veja o seguinte exemplo, retirado de [1].

Exemplo 4.2. Considere a fungdo
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Note que g(x) — oo quando © — 0, ou seja, g € ilimitada e, portanto, nao é Riemann
integravel em [0,1]. Claramente, o ponto de dificuldade neste caso é x = 0. Entao,
contornamos esta situacao definindo convenientemente um calibre

que forca a primeira marca T ser igual a zero. Assim, o primeiro termo da soma de
Riemann serd nulo e, nos demais subintervalos, a funcio g € limitada e continua, ndo
havendo, portanto, outras dificuldades de manipulagdo.

Finalmente, um dos mais importantes beneficios da funcao calibre diz respeito ao fato
de que ela permitiu aperfeicoar o classico Teorema Fundamental do Célculo, garantindo
que toda func¢do (mesmo nao sendo integrével no sentido de Riemann) que possui uma
primitiva seja Henstock-Kurzweil integravel.

Teorema 4.2 (Teorema Fundamental do Célculo-Henstock-Kurzweil). Sejam f: [a,b] —
R wma fun¢io e F: [a,b] — R wma primitiva de f, isto é, f(x) = F'(x), para todo
x € [a,b]. Entdo, f é Henstock-Kurzweil integravel e

Demonstragio. Dado € > 0 arbitrario, temos para cada 7 € [a,b], F'(7) = f(7). Logo,
para cada 7, existe uma constante 6(7) = d(7,€) > 0, tal que

[F(r) = F(7) = f(T)(r = 7)| < elr — 7]

[F(7) = F(s) = f(T)(s = 7)| < elT — 5],

desde que 7 — 6(7) < s <7 <r <71+ (7). Portanto,
[F(r) = F(s) = f(T)(r —s)| <e|lr —s], (9)

sempre que 7 — §(7) < s <7 <1 < T+ (7). Defina o calibre d: [a,b] — (0,400) pondo,
para cada T € [a, b], o valor §(7).

Seja P = {(7},[tj_1,t;]);1 < j < k} uma particio 0-fina em [a,b]. Assim, pela
desigualdade @D temos

k
Z (t; —tj_1) = e(b—a).

Portanto, pela arbitrariedade de e, segue que a funcdo [ ¢é Henstock-Kurzweil
integravel. [
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A integral de Kurzweil estende também a integral de Stieltjes. Com efeito, basta
tomar na Definigdo 4.4 a fungdo U definada por U(7,t) = f(7)g(t), onde g: [a,b] — R.
Assim, [ DU(1,t) = [ f(s)dg(s).

A classe das funcgoes Kurzweil integraveis é mais ampla do que a classe daquelas
integraveis no sentido de Lebesgue. Para provar este fato, é necessario uma quantidade
consideravel de Teoria da Medida e, portanto, omitimos aqui. O leitor interessado, pode
consultar [3, Sec¢ao 8]. O préximo exemplo exibe uma fingdo Henstock-Kurzweil integravel
que nao ¢ Lebesgue integravel.

Exemplo 4.3. Seja f: [0,1] = R uma fungao dada por:

sy ={ pes(@) e

A funcao f € diferencidvel, com

f’(t):{ (Q)tcos(t’g>+2”5m( ), iiE)O,l]

Seque do Teorema que a fungao f' é Henstock-Kurzweil integrdvel em [0,1] e sua
integral é

[ i = (1) - f0)= 1 -0= -1

Vamos mostrar que f' nao é Lebesque integrdvel em [0,1]. Com efeito, sejam a,b € R
com 0 < a<b<1. Como a fungio f' é continua em |a,b|, entio pelo Teorema
temos f' Riemann integravel e

0 o) - (3).

Tomando sequéncias s, = 41¢2ﬁ ety = ﬁ, para todo k € N, obtemos
12 T T 1
R/ "(tdt =ticos| = | —sicos | — | = —.
( ) s f ( ) k t% Sk Sz 2%k

Note que {[sk,tklken} € uma familia de intervalos em [0,1] dois a dois disjuntos,
UkeN[Sk?tk} - [07 1] €
+o00 T 1

S (R )/ |dt>z /f t)dt = = +o0

k=1 Sk 2]{;

de onde seque que |f'| nao é Lebesgue integravel, pois

/ |/ (#)]dt > Z /k t)|dt = ;ij(R) /Zk | (8)]dt > +o00.

Uma vez que [’ nao absolutamente integrdvel em [0,1] concluimos que f' ndo é
Lebesque integravel em [0,1], como queriamos demonstrar.
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Observe ainda que o Exemplo também nos fornece outra funcdo que é Henstock-
Kuzweil integravel, mas nao ¢ Riemann integravel. Ressaltamos ainda que o Teorema
Fundamental do Calculo pode ser modificado a ponto de permitir alguns pontos de nao
diferenciabilidade para f.

Teorema 4.3. Seja f: [a,b] — R uma fungao continua em [a,b] e diferencidvel quase
sempre em [a,b], entdo, ' é Henstock-Kurzweil integrdvel sobre [a,b] e

b

[ 1) = 1) = f(a).
Exemplo 4.4. Vamos retornar ao Ezemplo e aplicar o Teorema [{.3 para obter
Jy g(x)dz. Observe que a funcio G(x) = 2/x € continua em [0,1] e G'(z) = g(z),

para todo x € (0,1], mas G'(0) nao existe. Assim, g é diferencidvel quase sempre em [0, 1]
(a menos do conjunto enumerdvel de medida nula E = {0}). Entdo, pelo Teorema

11
/0 =G -GO)=2-0=2

4.1 Propriedades da Integral de Henstock-Kurzweil

Esta secao é dedicada a apresentacao de algumas propriedades principais da integral
de Henstock. Suas demosntragoes podem ser encontradas em [1] e [7].

Teorema 4.4. Sejam [ e g func¢oes Henstock-Kurzweil integraveis sobre |a,b] e k € R
uma constante. Entao,

1. a integral de Henstock-Kurzweil de f sobre [a,b] é tinica;

2. f+ kg € Henstock integrdvel sobre [a,b] e
b b b
[ () + kg(s)ds = [ f(s)ds+k [ g(s)ds
3. se f(x) < g(x) para todo x € [a,b], entio
b b
| #s)ds < [ gs)as:
4. se |f(x)| < M para todo x € |a,bl], entdo

/abf(s)ds

< M(b—a).

O préximo resultado garante que se f for integrével no intervalo [a, b], entdao também
o sera sobre cada um de seus subintervalo compactos.

Teorema 4.5. Sejam f: [a,b] — R uma funcao e ¢ € (a,b). Entio f é Henstock-Kurzweil

integravel sobre |a, b] se, e somente se, f é Henstock-Kurzweil integraveil sobre [a, c| e [c, b].
E ainda,

/ab f(s)ds = /acf(s)ds + /Cb f(s)ds.
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O Teorema fornece um critério de integrabilidade para Henstock-Kurzweil.

Teorema 4.6 (Critério de Cauchy). A fungdo f é Henstock-Kurzweil integrdvel sobre
[a,b] se, e somente se, para todo € > 0, existe um calibre 0: [a,b] — (0,00) tal que

|S(f,P1)—S(f,P2>|<€, (10)
para quaisquer particées marcadas d-finas Py e Py de [a,b].
O Lema de Saks-Henstock afirma que a aproximacdo das somas generalizadas de

Riemann S(f, P) satisfazendo |S(f, P) — [7f| < €, para todo € > 0 e toda particio
d—fina P de [a,b] é vilida também para uma cole¢ao arbitraria de subintervalos de [a, b].

Lema 4.1 (Saks-Henstock). Seja f uma fungao Henstock-Kurzweil integrdvel sobre [a, b].
Dado € > 0, assuma que o calibre 6 em [a,b] € tal que

< €,

D1/t~ t1) - / " F(s)ds

para toda particio S-fina P = {to, 7y, t1, ..., txk—1, Te, tr} em [a,b].

Sea< B <G <N < B <SS < By <y < b representa uma particao
5'ﬁna' {<5j7 [6]'77]'})7‘7‘ = 17 am} Entdo;

< €.

S 160 = )] [ 1)

Por fim, o Teorema [4.7| evidencia que a técnica de integracdo por partes é valida
também para fung¢oes Henstock-Kurzweil integraveis, como era de se esperar.

Teorema 4.7. Sejam F' e G primitivas de f e g, respectivamente em |a,b]. Entio fG é
Henstock integrdvel se e somente se F'g é Henstock integravel. Além disso,

LUG:F@Q@-M@Q@_[FQ

4.2 Convergéncia da Integral de Henstock-Kurzweil

Embora a integral de Henstock-Kurzweil nos permita integrar com sucesso todas
as derivadas, esta ndo é a Unica deficiéncia da integral de Riemann que ela supera.
Como ja vimos (Exemplo , o limite pontual de func¢ées Riemann integraveis nao é
necessariamente integravel. Como pode ser consultado na maioria dos textos de analise
real, a condicdo mais estrita para mostrar que o limite de uma sequéncia de funcoes
Riemann integraveis continua sendo integravel é a convergéncia uniforme.

Nesta se¢ao, veremos teoremas de convergéncia para a integral de Henstock-Kurzweil.
Antes de iniciarmos nossa investigacao, definiremos integrabilidade uniforme no contexto
da integral de Henstock-Kurzweil. Em seguida, apresentaremos nosso primeiro teorema
de convergéncia que envolverda esse novo conceito. O proximo resultado sera sobre
convergéncia uniforme e integrabilidade de Henstock-Kurzweil. Além disso, examinaremos
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o Teorema da Convergéncia Monoétona e o Teorema da Convergéncia Dominada e
ilustraremos que, apesar desses teoremas serem verdadeiros para a integral de Henstock-
Kurzweil, nao sdo para a integral de Riemann. As demonstragoes de todos os resultados
presentes nesta segdo podem ser consultadas, por exemplo, em [2].

Definicao 4.5. Seja { f,,}nen uma sequéncia de funcgoes Henstock- Kurzweil integrdveis em
[a,b]. Dizemos que {fn}nen € uniformemente Henstock-Kurzweil integrdvel em
[a,b] se, para todo e > 0, existe um calibre § em [a,b] tal que

‘ () = [ Fals)is| <<

para todo n € N e toda particio marcada P §-fina.

Em outras palavras, se pudermos encontrar um calibre § que funcione para todo
fn, entao sequéncia {f,}nen é chamada uniformemente Henstock-Kurzweil integravel.
Provemos, a seguir, nosso primeiro teorema de convergéncia.

Teorema 4.8. Suponha que {f,}nen € uma sequéncia de fungées Henstock-Kurzweil
integrdveis em |a,b] que converge pontualmente para f. Se {fn}nen € uniformemente
Henstock-Kurzweil integrdavel em |a,b], entdo f é Henstock-Kurzweil integravel em [a,b] e

[t = Jim [ gt (1)

O préximo resultado lida com a convergéncia uniforme.

Teorema 4.9. Se {f, }nen € uma sequéncia de fungoes Henstock-Kurzweil integraveis em
[a,b] que converge uniformemente para f em [a,b], entdo f é Henstock-Kurzweil integravel

em [a,b] e vale (11)).

No que segue, apresentamos o Teorema da Convergéncia Mondétona. Destacamos que
sua demonstragao utiliza o Lema de Saks-Henstock (Lema [4.1)) e a propriedade descrita
no Teorema [£.4litem 4.

Teorema 4.10 (Teorema da Convergéncia Mondtona). Seja {f,}tnen uma sequéncia
mondtona de fungoes Henstock-Kurzweil integraveis em [a,b] que converge pontualmente

para f. Se
b
fi [ u(s)ds

existe, entao f é Henstock-Kurzweil integravel em [a,b] e vale (L1]).

Ressaltamos que o Exemplo também mostra que o Teorema da Convergéncia
Monotona nao é valido para a integral de Riemann. Outro resultado importante é o
Teorema da Convergéncia Dominada que fornece outras condigoes para que limite pontual
f de uma sequéncia { f,, }nen seja integravel no sentido de Henstock-Kurzweil. Novamente,
nao existe um resultado semelhante para a integral de Riemann.

Teorema 4.11 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja {f,}nen uma sequéncia
mondtona de fungoes Henstock-Kurzweil integraveis em [a,b] que converge pontualmente
para f. Se g e h sao fungoes Henstock-Kurzweil integraveis em [a,b] tais que

9(5) < fuls) < h(s), para todon € N,
entio f é Henstock-Kurzweil integrdvel em [a,b] e vale (11]).
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Para mostrar que o Teorema da Convergéncia Dominada nao é verdadeiro para fungoes
Riemann integraveis, invocamos novamente o Exemplo [3.8 Com efeito, as fungdes f,
assumem apenas os valores 0 e 1 e, assim, basta tomar g(s) = ¢ € R com ¢ < 0 e
h(s)=d € R com d > 1.

5 CONCLUSAO

Vimos que uma pequena alteracao na definicdo da integral de Riemann resultou em
uma integral mais geral: a integral de Henstock-Kurzweil. Também constatamos que usar
um calibre em vez de uma constante para mensurar o tamanho dos subintervalos de uma
particao nos trouxe certos beneficios em relagao a integral de Riemann. Exibimos fungoes
Henstock-Kurzweil integraveis, mas que nao sdo Riemann e/ou Lebesgue integraveis.
Assim, ao utilizar a definicao da integral de Henstock-Kurzweil, ampliamos o leque de
fungoes integraveis. Além disso, evidenciamos algumas falhas da integral de Riemann.
Uma delas é que nem toda derivada é Riemann integravel. Portanto, no Teorema
Fundamental do Célculo, temos que incluir a condi¢ao extra de que f = F’ é Riemann
integravel. Quando examinamos esse teorema no contexto da integral de Henstock-
Kurzweil, concluimos que nao precisamos dessa condicao adicional e descobrimos que
toda derivada é Henstock-Kurzweil integravel. Por fim, vimos que existem alguns bons
teoremas de convergéncia para a integral de Henstock-Kurzweil. De fato, verificamos
diversas condi¢oes para que o limite (pontual ou uniforme) de uma sequéncia de
funcoes Henstock-Kurzweil integraveis ainda seja integravel nesse sentido, além de
examinarmos o Teorema da Convergéncia Monoétona e o Teorema da Convergéncia
Dominada. Destacamos ainda que esses ultimos teoremas sao validos para integrais de
Henstock-Kurzweil, mas nao para integrais de Riemann.
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