Bienal de
Matematica
X

Universidade Federal de Sao Carlos - UFSCar
29 de julho a 02 de agosto de 2024

MINICURSO

Métodos da Algebra Matricial para o
Estudo dos Numeros de Lucas e de
Fibonacci

Carita, Lucas A. El e Quirino, Maria Eduarda S. C. El

Resumo:Neste minicurso, exploraremos as relagoes entre os numeros de Lucas e
Fibonacci usando matrizes. Analisaremos as sequéncias de Fibonacci (F,,) e de Lucas
(Ly,) sob a dtica das Q—matrizes de Fibonacci e de Lucas, representadas por

10 1 2
obtemos os termos das sequéncias mencionadas. Com o auxilio da dlgebra matricial,
demonstraremos conezoes fascinantes entre os termos das sequéncias (Fy) e (Ly,), além
de relagoes com o niumero de ouro. O minicurso serd dividido em trés aulas: (1)
Fundamentos de dlgebra matricial, (2) Introdugio ds sequéncias e algumas identidades, e
(3) Demonstragio de vdrias conexdes usando dlgebra matricial. Os interessados devem
estar familiarizados com técnicas de demonstragdo, principalmente indugao finita.
Nogoes bdsicas sobre Teoria dos Numeros sdo desejdveis, mas nao obrigatorias.

11 3 , o .
Qr = [ ] e = [ 1, uma vez que através da potenciacdo dessas matrizes,

Palavras-chave:Numeros de Lucas, Numeros de Fibonacci, Algebra Linear, Matrizes.

1 AvuraA 01: MATRIZES QUADRADAS DE ORDEM 2

1.1 Matrizes 2 x 2

Uma matriz quadrada de ordem 2 com entradas reais é basicamente uma tabela de
numeros reais com duas linhas e duas colunas, denotada por
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onde a1, aia, asy, aze € R. De modo geral, se pode definir uma matriz com entradas reais
tipo m x n (lé-se m por n) como uma tabela retangular de niimeros reais, com m linhas
e n colunas. No caso em que m = n, a matriz é dita quadrada de ordem n. Em nosso
estudo, focaremos no caso em que m = n = 2, pois apenas este tipo de matriz nos sera
util neste minicurso, mas, o leitor interessado em se aprofundar no estudo de matrizes
gerais, pode consultar a obra didética [I]. O conjunto de todas as matrizes quadradas de
ordem 2 com entradas reais sera denotado neste texto como Ms(R).

21 A22
conjunto dos elementos a;; tais que 7 = j. Podemosﬂ definir como diagonal secundaria de
A, o conjunto dos elementos que nao pertencem a diagonal principal.

Dada A = [all alzl € M5(R), definimos como diagonal principal da matriz A, o

Diagonal secundaria Diagonal principal

Definimos como trago de A, denotado por tr(A), a soma dos elementos da diagonal
principal, isto é, tr(A) = ay; + ags.

a1 alZ] [511 b12

Dizemos que duas matrizes
g1 G22 b1 b2

€ M,(R) sao iguais quando a;; = b;;
para quaisquer i,j € {1,2}.
Considerando o corpo R, podemos definir o produto de um escalar real por uma matriz

€como
38 [an a12] _ [5%1 56112]

a1 @92 5&21 5&22

onde S €Re lan Zm € My(R). Também, podemos definir duas operagoes internas em
22

a1
a1 alZ] [bll b12
)

Q21 A22 ba1 Do

M, (R): adigao e produto entre matrizes. Dadas [ € My (R), definimos

Q21 92 ba1  bay a1 + bor  age + by

[an alzl n [511 b12] _ lan +bi1 a +b12]

aip Qiz| bui bz _ artbir + aizbar  aibiz + azbar
21 Q22 ba1 oy a21011 + ag2bo1  a1bia + agboa|
Aqui podemos observar, com facilidade, que o produto entre matrizes nao é

3 4 10

A2 g [rre2-1 1o142.0] _[3 1
T3 4|1 0] [3-144-1 3-14+4-0 |7 3

comutativo. Por exemplo, se A = [1 2] e B= [1 1], entao

30 leitor deve ficar atento, pois essa definicdo s6 vale para matrizes quadradas de ordem 2.
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Boa [t U2 rte13 1241-4] _[4 6
“1 0|73 4] T [1-140-3 1-240-4| |1 2|’

dessa forma, A- B # B - A. Obviamente existem excecoes, mas, de forma geral, nao
podemos afirmar que o produto comuta.

Existe um elemento neutro multiplicativo com relacao ao produto de matrizes em
M>5(R), chamado matriz identidade, a saber,

10
=l )

isto significa que A-1 = [ - A = A, para qualquer matriz A € M,(R). Em relacdo a
adicao, o elemento neutro é chamado de matriz nula, a saber,

0 0
o=l o]

o que significa que A+ O = O + A = A, para qualquer matriz A € M,(R).

1.2 A estrutura de M(R)

Com a adigdo entre matrizes e o produto por escalar, o conjunto My(R) forma um
espago vetorial sobre o corpo R, ou seja, valem as propriedades:

1. A+ B=B+ A, VA, B € My(R)

2. A+(B+C)=(A+B)+C, VA B,C € MyR)
3. 310 € My(R) | A+ 0 = A, VA€ My(R)

4. VAe My(R),3al — A e My(R) | A+ (-A) =0

5. a(BA) = (af)A, VYA€ My(R) eVa,B €R

6. (a+B)A=aA+BA, VAE M(R)eVa,BeR
7. a(A+ B) =aA+aB, VA Be M(R)eVaeR
8. 1A= A, VA My(R)

Considerando as 4 primeiras propriedades apresentadas anteriormente, podemos
afirmar que o conjunto M3(R) é um grupo abeliano com relagdo a operagdo aditiva.
Além disso, complementando com o produto entre matrizes apresentado, temos que
(M3(R),+, ) é um anel, ndo comutativo, com unidade. Isso ocorre porque também valem:

(a) A-(B-C)=(A-B)-C, VYA, B,C € M(R)
(b) (A+B)-C=A-C+B-C, VA B,C € M(R)
(c) A-(B+C)=A-B+A-C, VYA B,C € MyR)
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()

N eMR)|A-T=1-A=A, VA€ M(R)

Um ponto interessante a ser observado sobre o conjunto Ms(R) é que, com as operagoes
usuais apresentadas, ele nao possui estrutura de corpo. Além da nao comutatividade em
relagao ao produto de matrizes, existem mais dois impeditivos:

(i)

(i)

M, (R) possui divisores de zero. Isto significa dizer que é possivel encontrar duas
matrizes nao nulas A, B € Ms(R) tais que seu produto resulte na matriz nula, isto

6, A-B=0.

Por exemplo, considere A = [8 ﬂ e B = [(1) (1)1, obviamente nenhuma delas é

nula. Todavia, perceba que

o1 Jr 1] _[0o-1+41-0 0-141-0] [0 0] _
A'B_lo 1]'[0 0]‘[0-1“-0 0-1+1-0]_l0 0]_0'

Nem toda matriz de My(R) é simetrizavel (inversivel) com relacao ao produto de
maftrizes.

Dizemos que uma matriz A € M(R) é inversivel, quando existe outra matriz em
My (R), denotada por A7, tal que A- A~' = A=1. A= 1. As matrizes A e A™! sdo
ditas inversas uma da outra.

11
Para que A seja inversivel, teria que existir uma outra matriz em M;(R), digamos

Vejamos um exemplo de matriz que nao é inversivel. Considere A = [1 1].

A7l = [CCL Z],tal que A- A=t = . Porém, nesse caso, note que
11'ab_a—|—cb+d_10:>a—|—c:1eb—l—d:O
1 1| |c d| |la+c b+d| |0 1 a+c=0 b+d=1

Como os sistemas nao possuem solugao, segue que a inversa de A nao existe, isto é,
A nao é inversivel

O leitor interessado em conhecer mais sobre topicos em estruturas algébricas como
grupos, anéis e corpos, pode conferir o livro [2]. Seguindo o nosso conteido, existe uma
forma pratica para verificar se uma matriz 2 x 2 é inversivel, e, em caso afirmativo, calcular
rapidamente a matriz inversa, como veremos na se¢ao a seguir.

1.3

Matrizes inversiveis e determinante

a b . , .
Vamos supor que A = [C d] seja inversivel. Determinemos os valores de x,y,z e t

na matriz inversa A~ = [z

Ty

t} . Sabemos que

R
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sendo assim, temos

ar +bz ay+0t| |1 0 (1)
cx+dz cy+dt| |0 1]
Da equagao (|1)), segue o sistema
ar +bz =1
P (2)
cx+dz=0
o qual, multiplicando a primeira equacao por ¢ e a segunda por a, ¢ equivalente a
acx + bcz = ¢
acr + adz =0
Subtraindo as equagoes, chegamos em (ad — bc)z = —c. Existe solu¢ao tnica deste

sistema se, e somente se, ad — bc # 0. Assim,

—C

~ad—be

z

Substituindo o valor de z na segunda equacao do sistema e isolando o x, temos

. d
~ad—be’

Da equacao , também segue o sistema

ay+ 0t =0
B (3)
cy+dt=1
o qual, multiplicando a primeira equacao por ¢ e a segunda por a, ¢ equivalente a
acy +bet =0
acy + adt = a

Subtraindo as equagoes, chegamos em (ad — be)t = a. Como ja estamos supondo

ad — bc # 0, ocorre
a

t = .
ad — be

Substituindo o valor de ¢ na primeira equacao do sistema e isolando y, temos

B —b
"~ ad —be’

Y

Desse modo,
d —b

Al = |ad—=bc ad—bc| — 1 d _b_
¢ a ad —bc |—c a

ad —bc ad— be

Com a deducao anterior, acabamos de estabelecer o seguinte teorema:
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b v . 7
Teorema 1.1. Uma matriz A = CCL al € inversivel se, e somente se, ad —bc # 0. Nesse
caso, calcula-se a inversa fazendo A= = :
ad —bc |—c a

O ntmero real ad — be, que figura no Teorema [I.1, é chamado de determinante da
matriz A. Para uma matriz quadrada de ordem qualquer, uma bela e acessivel discussao
sobre a existéncia e a forma do determinante pode ser conferida em [3]. Mas, observe
que, no caso das matrizes em M(R), ele é o produto dos elementos da diagonal principal
da matriz menos o produto dos elementos da diagonal secundéria. Dada A € Ms(R),
denotamos o determinante de A como det(A). No caso em que a matriz estd na forma
explicita, entre colchetes, para denotar o determinante trocamos os colchetes por barras,
como segue:

A= [‘CL b} — det(A) =

d ’:ad—bc.

b
d

a
c

b
Segue, portanto, que uma matriz A = d é inversivel se, e somente se, det(A) # 0.
1 _
Em caso afirmativo, A=! = d b .
det(A) |[—¢ a

(11 . . .
No caso da matriz [1 1l apresentada anteriormente, temos que seu determinante é
igual a zero, o que confirma o que discutimos sobre ela nao ser inversivel. Agora, a matriz

[1 o|s Possui como determinante o niimero —1, o que nos indica que ela é inversivel e

. . . 0 -1 0 1 .
possui como inversa a matriz = . Como confirmacao, note que

(_11)[—1 1 1 -1
R R et | S

O 1| (1 1} _| 0-1+1-1 0-1+1-0 | 10
1 =1} |1 0] |1-1+4(-1)-1 1-14(=1)-0f |0 1|°
Uma série de propriedades sobre determinantes pode ser demonstrada. O leitor pode

encontrar uma lista interessante delas no apéndice do livro [4]. Provaremos aqui, para
matrizes quadradas de ordem 2, uma importante propriedade no teorema seguinte.

Teorema 1.2. Dadas A, B € M3(R), entao det(A - B) = det(A) - det(B).

. I by b .
Demonstragio. Considere A = iz p |V 12g Assim,
ao1 Q99 b21 b22

A.B— [@11 alzl ) b1y blzl _ [allbll + aizbar  anbiz +a125221

agt agz| |bar Do ag1bi1 + agobar Az biz + axba
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Entao,

det(A - B) = (a11b11 + a12b21)(a21b12 + a92bas) — (a11b12 + a12ba2)(a21b11 + agabar)
= apbrrasibis + a11011020092 + a12b21091b12 + areborazabay
— ay3broazibiy — a11b12a2b21 — @12b22G21011 — Asabozamsbay
= 11022011022 — A11G22b12091 — 12021011029 + A12G21b12001
= (Cl116l22 - a12a21)(bnbz2 - b12521)

= det(A) det(B).

1. Dada A € M;(R), prove que:

(a) det(BA) = B*det(A), onde 8 € R;
1
~ det(A)

(b) Se A for inversivel, det(A~)

2. Se A e B forem matrizes em M;(R) inversiveis, entao o produto A- B
também o é. Além disso, (A- B)™' = B~!. A~%

1.4 Potenciacao e semelhanca de matrizes

Ao se multiplicar uma matriz por ela mesma, é comum utilizar a notacdo de
potenciacao da seguinte forma: A’ = I, A' = A e A" = A" . A onde A é uma
matriz ndo nula qualquer em Ms(R). Se A for inversivel, também podemos estabelecer
A" = (A" = (A")7! onde n € N.

Dizemos que duas matrizes A, B € My(R) sdo semelhantes, se existir uma matriz
S € My(R) inversivel, tal que A = S - B-S~'. Nomearemos a matriz S de matriz de
similaridade entre A e B.

Outra observacao util que podemos fazer é que se duas matrizes A e B sao semelhantes,
e uma delas for inversivel, a outra também serd. Suponha que A = S-B-S~! e que existe
B~!. Sendo assim, existe a matriz oriunda do produto S-B~!-S~! e, como (S-B-S71)~ =

(SHt.B 1.8t =5.B71. 57 segue que At = (S-B-S7 )"l =5.B71. 57! existe.

Envolvendo potenciagao e semelhanca de matrizes, estabelecemos o seguinte resultado:
se A é semelhante a B, entdao A" é semelhante a B"™, para todo n inteiro. Adicionalmente,
a matriz de similaridade entre A e B é a mesma entre A" e B".

Teorema 1.3. Considere A, B,S € My(R), onde S € inversivel. Se A =S -B-S™!

entio A" =S - B"- S™1, para todo n inteiro.

Demonstragdo. Para n = 0, o resultado ¢é trivial. Provaremos usando inducao finita para
n inteiro positivo.
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(i) Paran =1 e n = 2, o resultado é verdadeiro, pois temos que A =S - B - S~ (por
hipétese) e também
A=S-B-S' = A-A=S-B-S'. 4
— A’=S5.B-S'-(S-B-S)
— A’=S5-B-(S7'-9)-B-5!
— A’=5.B*. 5%

(ii) Suponha que o resultado é valido para n = k, isto é, A¥ =S . B*. S1,
(iii) Provemos para n = k + 1. Partindo da hipdtese de indugao (ii), temos:
AF=8.BF. 871 — AF. . A=5.BF.571. 4
— Al =g.pF.571.(§.B-S7h
— Al =5.B".(s71.8).B.57!
— Ak+1 = 9. Bk+1 . Sfl.

Por (i), (ii) e (iii), segue o resultado para n positivo. Para n inteiro negativo, basta
notar que n = —m, onde m € N. Neste caso, sabemos, pela indugao anterior, que
A™ =S .B™. 571 e entdo,

AN — ATM — (Am)—l _ (S B™ . S—l)—l — (S—1>—1 .B~™. S—l —S.B". S_l,

isto é,

A" =5.B". S

1. Dada A € M(R) e n € N. Mostre que det(A™) = (det(A))".
2. Dadas A, B € M(R) semelhantes, prove que:

(a) det(A) = det(B);
(b) tr(A) =tr(B).
3. Mostre que a semelhanga entre matrizes em Ms(R) é uma relagao de
equivaléncia, isto é, neste contexto:

(a) Uma matriz é sempre semelhante com ela mesma;

(b) Se a matriz A é semelhante a B, entao a matriz B é semelhante
a A;

(c) Se A é semelhante & matriz B ¢ B é semelhante a matriz C,
entdao A é semelhante a C.
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1.5 Polinémio e equacao caracteristica

Dada A € M3(R), o polinébmio na varidvel z resultante da operacao det(A — zI) é
chamado de polindémio caracteristico da matriz A, denotado neste texto por pa(z). Por
sua vez, a equagao det(A — xI) = 0 recebe o nome de equacdo caracteristica de A. As
raizes da equacao caracteristica sao chamadas de autovalores da matriz em questao.

. aip Q12
Considerando A = , observe que
Q21 (22

o= ([1022] =[5 ) -

= (an - 33)(6622 - 1’) — Q12021 = Q11022 — Q11T — G22X + z? — Q12021
= 2% — (ay1 + a2)T + a1a2 — apay = > — tr(A)z + det(A),

ajpp — T Q12
a21 Qg2 — T

isto é, o polindmio caracteristico de A é dado por

pa(z) = 2% — tr(A)z + det(A).

Assim, a respectiva equagio caracteristica é 22 — tr(A)x + det(A) = 0.

Um dos resultados mais importantes referente a equagoes caracteristicas de matrizes é
um teorema produzido pelos mateméaticos A. Cayley (inglés) e W. R. Hamilton (irlandés)
no século 19 [5]. Para entender o teorema, antes precisamos explicar o que significa dizer
que uma matriz verifica uma equagdo. Focando em equagoes do segundo grau (pois sdo
as que aparecerdo no contexto em que estamos), dada uma equagio az® + bx + ¢ = 0,
com a,b,c € R e a # 0, dizemos que uma matriz A € M,(R) verifica tal equacao quando

aA? + A+ ol = [0 0

0 0] . Uma vez estabelecido isto, segue o resultado comentado.

Teorema 1.4 (Cayley-Hamilton). Toda matriz de My(R) verifica a sua prépria equagao
caracteristica.

@11 a2

Demonstracio. Dada A =
Qg1 G22

2
‘| s temos pA(ZE) =T — (a11 + CLQQ)ZE + a11A92 — Q12027 .
Sendo assim,

pa(A) = A — (a1; + axn)A + (a11a29 — a12a91)1

ai; Qa2 ai; Qa2 a1 Qaie 1 0
= : — (@11 + ag2) + (a11a22 — a12a21) 01
Q21 A22 Q21 A22 Q21 A22

2 2
_ l aip + ai2@21 G112 + a12a22] B [ aip + aia  Gnai2 + a12a221

2 2
11021 + G21G22  A21Q12 + A5 11021 + G22021 Q11022 + A5

+ 11022 — Q12021 0
0 a11a22 — Q12021

_ |@G12G21 — Q11Q22 0 1122 — Q12021 0
0 2112 — A11G422 0 a11G22 — A12G21

:[g g].

Portanto, A € My(R) verifica a sua prépria equagio caracteristica. H
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Agora demonstraremos um resultado que garante que matrizes semelhantes possuem
polinémios caracteristicos iguais.

Teorema 1.5. Se A, B € My(R) sao semelhantes, entao pa(x) = pp(x).

Demonstragio. Temos que A = S - B - S~ para alguma matriz S inversivel em My(R).
Assim,

A-xl=S-B-S'—ol = St - (A—z)=B-S ' -5 (2
St (A—al)-S=B-8"(z)-8.
Porém, note que S~! - (zI)-S = x1, ou seja,

St (A—xl)-S=B-—zl.

Desse modo,

pp(r) = det(B — 2l) = det(S™' - (A — 1) - 5)

1
= T det(A — xl) det(S) = det(A — xI) = pa(x).

]

Observe que o Teorema [1.5] adicionalmente garante que os autovalores de matrizes
semelhantes também sao os mesmos.

1.6 Diagonalizacao

Dizemos que uma matriz A € My(R) é diagonalizdvel quando ela é semelhante a
uma matriz diagonal D € M(R). Nesta segao, provaremos que toda matriz A € My(R)
que possua dois autovalores distintos é diagonalizdvel. Encontraremos, também, uma
forma explicita para a matriz de similaridade. Para isso, introduziremos o conceito de
autovetores.

Considere A € M>(R) e A um autovalor de A. Um autovetor de A associado a A ¢ uma

. a T
matriz coluna, v = l ] , onde a e b ndo sdo simultaneamente nulos, tal que A - v = \v.

b

O produto Av é definido como \v = B\Z
aiia + ayob
G910 + agob|’

. aix  Gi12
] . Por sua vez, considerando A = l ,

A21 A22

A~védeﬁnidocomoA-v:l

Lema 1.1. Sejam v e w autovetores de uma matriz A, associados a4 A1 e Ag,
respectivamente. Se v = aw, entdo \; = \s.

Demonstragio. Como A-v=XMve A - w= \w,

AMv =A- (aw) = a(A-w) = a(lw) = A (aw) = \v.



XI BIENAL DE MATEMATICA 11

Assim,
AU = v = ()\1 — )\2)’0 =0.
Uma vez que v nao possui todas as entradas nulas, segue que A\; = As. O
Lema 1.2. Sejam v = [211 ew = [lel} autovetores de uma matriz A, associados
2 2
\ . . . V1 W ~
a A1 e Ay, respectivamente. Considere a matriz P = I {'v ’w}, entao
2 W2
A-P= [A~’l) A-w}.
Demonstracio. Denotando A = i i , temos
|21 (22

A.p— |01 Guzf U1 Wi anvty gty Gnw o Wy
ar Q| |V2 w2 A21V1 + A2V A21W1 + A22W3

Av— [an a121 ) lm] _ [0:111)1 +CL12U2]

() A21V1 + G202

Aw— [an @12] ) lwll _ [@111111 +a12w21

a1 A2 W ag Wi + agwsy|
Portanto,A-P:{A-v A-w] n

Agora, temos as ferramentas para provar o seguinte resultado:

Teorema 1.6. Seja A € My(R) com 2 autovalores distintos, A1 # A2, com autovetores

01 wn . . \ ~ .
v = [ ] cw = | | respectivamente associados a A1 e Ao. FEntdo as matrizes
2

P:[M wl}z{v w}eD:[)\l 0] sdo tais que D = P71. A. P.

Vo W 0 /\2

Demonstragdo. Usando o Lema[l.2] como A-v = A\jv e A-w = \w, segue que
A-P=A. {'v w} = {A-v A-w} = [)\1'0 )\Q'w}

BB g

A2 Aqwy Uy  Wa 0 X

Pelo Lema [I.1] a matriz P é inversivel. Assim,

A-P=P.D = P' A-P=pP'.P.D—=— D=P' AP
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O Teorema [1.6| nos diz que se uma matriz 2 X 2 possuir 2 autovalores distintos, entao
ela serd diagonalizavel, uma vez que serd semelhante a matriz diagonal, cuja a diagonal
principal é formada pelos autovalores em questao. Nesse caso, a matriz de semelhanca P,
exibida no teorema, ¢ chamada de matriz diagonalizadora.

1. Dado um autovalor A de uma matriz A, mostre que se v for um
autovetor associado a A, entdo aw também sera.

. a 0]" a® 0
2. Dados a e b nao nulos e n € Z, prove que [O b] = [O b”]'

3. Prove que os autovalores de uma matriz A" sao da forma A", onde A
sao autovalores de A.

Ha muitos conceitos interessantes sobre matrizes quadradas que poderiamos explorar
no caso especifico de matrizes 2 x 2. No entanto, nosso objetivo neste momento é apenas
fornecer os pré-requisitos necessarios para conectar a teoria matricial com as sucessoes
de Lucas e de Fibonacci. Convidamos o leitor mais curioso, que deseja aprofundar seus
conhecimentos sobre matrizes, a consultar a obra [3], por exemplo.

2 AuraA 02: NUMEROS DE FIBONACCI E DE LUCAS

2.1 Leonardo Fibonacci

Leonardo Fibonacci foi um matematico do século XIII. Nasceu em Pisa, Italia, e por
isso também era conhecido como Leonardo Pisano, ou Leonardo de Pisa. Era filho de um
rico mercador e encarregado de negbcios nas cidades de Veneza, Génova e Pisa. Viveu
parte de sua juventude no norte da Africa, onde aprendeu o idioma e a cultura 4rabe,
viajou pelo Mediterrdneo durante grande parte de sua vida, conhecendo a Grécia, a Siria, o
Egito, a Sicilia, Constantinopla e o sul da Franca, aprendendo a matematica e os sistemas
numeéricos locais.

Em 1202, publicou, por volta dos 30 anos de idade, sua obra Liber Abaci, cujo principal
feito foi introduzir os nimeros indo-arabicos na Europa. Os algarismos divulgados no livro
prevalecem até os dias atuais sobre os algarismos romanos utilizados na época.

Seu legado consiste em quatro livros: Liber Abaci, escrito em 1202, mas que somente
se preservou na edicdo ampliada e revisada de 1228; Practica Geometriae, escrito em
1220, um compéndio com aplicagoes da algebra a solucdo de problemas de geometria e
trigonometria; Flos, escrito em 1225, onde soluciona desafios matematicos escritos por
Joao de Parma; Liber Quadratorum, escrito também em 1225, sobre equagoes diofantinas,
em homenagem ao imperador Frederico IT Hohenstaufen (1194-1250).

Entretanto, apesar das iniimeras contribui¢oes matematicas, Fibonacci é especialmente
lembrado pela sequéncia de Fibonacci, que ficou assim conhecida, no século XIX, gracas
ao matematico francés Edouard Lucas [5]. A sequéncia de Fibonacci surgiu para auxiliar
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a resolucao de um problema sobre o crescimento de uma suposta populagao de coelhos
em Liber Abaci. Tal problema é como segue:

“Um homem coloca um casal de coelhos em um cercado a fim de que estes se
reproduzam. Determine quantos casais de coelhos existirao neste cercado ao final de
um ano sabendo que a natureza destes coelhos ¢é tal que a cada més cada casal produz
um novo casal que se torna produtivo do segundo més em diante”.

Para resolugdo do problema ficticio proposto por Fibonacci, suponha que os coelhos
nao morram no periodo em questdao. Denote por n o nimero do més, A um casal apto
a reproducao, A, o numero de casais aptos a reproducao em n, B um casal inapito a
reproducao, B, o nimero de casais inapitos a reproducao em n e T}, o total de casais de
coelho em n. A seguinte tabela exibe os casais de coelhos no avancar dos primeiros 5
meses:

n Casais A, | B, | T,
1 A 1 0 1
2 AB 1 1 2
3 ABA 2 1] 3
4 ABAAB 3 2 |5
5 ABAABABA 5 3 | 8
6 | ABAABABAABAAB | 8 5 | 13

Tab. 1: Primeiros meses de casais de coelhos no problema de Fibonacci.

Note que A, 11, na Tabela[l] é a soma de A,, e B,, que também é igual ao total de
casais de coelhos no n-ésimo més 7,,. E B, 1, na mesma tabela, é igual a A,,, o niimero
de coelhos aptos a reprodugao do més anterior. Logo, podemos expandir a tabela para
solucionar o problema proposto por Fibonacci:

n | A, | B, | T,
1 1 0 1
2 1 1 2
3 2 1 3
4 3 2 5
5 5 3 8
6 8 5} 13
7 13 8 21
8 21 13 | 34
9 | 34 | 21 | 55
10 | 55 | 34 | &9
11| 89 | 55 | 144
12 | 144 | 89 | 233
13 | 233 | 144 | 377

Tab. 2: Um ano de casais de coelhos no problema de Fibonacci.

Assim, observando a Tabela [2] decorrido 1 ano apds o 12 més do problema, havera 377
casais de coelhos.
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A sequéncia numérica que representa os numeros de casais de coelhos aptos a
reproducao a cada meés, ¢ conhecida como sequéncia de Fibonacci e ¢ dada como segue:

1,1,2,3,5,8,13,21, ...

cada termo também é chamado de nimero de Fibonacci. O n-ésimo termo da sequéncia
é denotado por F,,. Podemos formalmente definir a sucessdo (F},):

Definicao 2.1. A sequéncia de Fibonacci (F,) € definida por Fy = 1, Fy = 1 e

2.2 Edouard Lucas

Francois Edouard Anatole Lucas foi um matemético do século XIX. Nasceu em
Amiens, Franca. Trabalhou como professor de matematica do ensino médio e foi um
matematico bastante ativo, tendo publicado mais de 180 artigos sobre as mais diversas
areas da matematica. Suas maiores contribui¢oes ocorreram em Teoria dos Numeros.
Estudou extensamente sequéncias de recorréncia, foi o responsavel por batizar a sequéncia
de Fibonacci, e a relacionou diretamente com uma outra sucessao correlata, atualmente
conhecida como sequéncia de Lucas.

Dois artigos de Lucas se destacam para nosso propoésito: Recherches Sur Plusieurs
Ouvrages de Léonard de Pise, escrito em 1877, um copilado sobre suas varias descobertas
sobre a sequéncia de Fibonacci; e Théorie des Fonctions Numériques Simplement
Périodiques, escrito em 1878, texto sobre a teoria geral das sequéncias de recorréncia
de segunda ordem e suas principais propriedades. Também se destaca um livro: Théorie
des Nombres, Tome Premier, escrito em 1891, onde relatou que observando a sequéncia de
Fibonacci provou uma reciproca do pequeno teorema de Fermat e dela deduziu corolarios
sobre niimeros primos com trinta digitos, e ainda afirmou que “A teoria de sequéncias de
recorréncia é uma inesgotével mina que contém todas as propriedades dos nimeros” [6].
Com essas pesquisas foi capaz de estabelecer um nimero primo de 39 digitos, o maior
nimero primo por 75 anos e ainda hoje o maior niimero primo encontrado sem auxilio
computacional.

A sequéncia de Fibonacci é definida determinando os dois primeiros termos inteiros
e respeitando a lei de recorréncia. Muitas sequéncias diferentes podem ser determinadas
variandos os dois primeiros termos inteiros e mantendo a lei. Por exemplo, comecando
com 1 e 3, respectivamente, cria-se a sequéncia de Lucas. O n-ésimo termo da sequéncia é
denotado por L, e cada termo desta sequéncia é chamado de niimero de Lucas. Podemos
formalmente definir a sucesséo (L,,):

Defini¢ao 2.2. A sequéncia de Lucas (L,) € definida por Ly = 1, Ly = 3 € Lyio =

Dada de forma explicita por:

1,3,4,7,11,18,29,47, ...

Dentre as sequéncias que podem ser obtidas alterando-se os valores iniciais da
sequéncia de Fibonacci, a sequéncia de Lucas é a mais notavel. Um dos motivos é que
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a sequéncia formada pelos nimeros de Lucas possui uma férmula de Binet mais simples
que a dos numeros de Fibonacci. As férmulas de Binet estdo entre os resultados mais
importantes e versateis sobre os nimeros de Fibonacci e de Lucas, pois relacionam seus
termos, que sao inteiros, com poténcias do nimero de ouro e de seu conjugado, que sao
irracionais.

2.3 Jacques Binet

Jacques Philippe Marie Binet foi um matematico, fisico e astronomo do século XIX.
Nasceu em Rennes, Franca. Estudou na Ecole Polytechnique em Paris, onde se tornou
professor, trabalhando ao lado de notérios mateméticos como Joseph Fourier, Joseph-
Louis Lagrange e, seu amigo proximo, Augustine Louis Cauchy. Seus estudos sao de
significante contribuicao para teoria dos ntimeros, algebra linear e mecanica celeste.

Dentre as muitas publicagoes, traremos destaque ao artigo Mémoire Sur L’Intégration
des Equations Linéaires Auzx Différences Finies et Leur Application ¢ La Théorie des
Suites, escrito em 1843, quando Binet formalizou e divulgou a férmula que permite
expressar os termos de sequéncias de recorréncia em termos de poténcia de nimeros
irracionais. Apesar da formula ser historicamente atribuida a Binet, os resultados ja eram
conhecidos por Daniel Bernoulli, Leonard Euller e Abraham de Moivre.

Considere ¢ = 1+2*/5, o irracional conhecido como ntimero de ouro, e ¢9 = 1_2*/5, como
o seu conjugado. Nao ¢é nosso objetivo neste minicurso explorar a natureza do niimero de
ouro por si s6, muito embora verificaremos como é grande a sua relagdo com a sucessao de
Fibonacci de varias formas diferentes. Para o leitor que deseja se aprofundar um pouco
mais sobre o nimero ¢, recomendamos a leitura do livro [7]. Para nosso texto, as seguintes

igualdades serdao uteis em muitas demonstragdes mais adiante:

b0 = (”f)-(l‘f) == (1

abl:(”ﬁ)_l:( 2 ),(1—¢3>:2(1_\/3>

2 1++5 1—5 1-5
200-v5)  1-45

5l 1-V5\ " (2 ) (1+V5) _201+V5)
R

(5)

1-5
4 2

g (L5 142545 6+2V5
N 2 B 4 4 (7)

34+5 1++5

1+ ¢;
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, (1—-VB\ 1-2V545 6-2V5
2=\ B 4 4
B AN el Y
2 2
2 2
¢2+¢g:<1+¢5> +(1—\/5> :1+2\/S+5+1—2\/5+5
2 2 4 4
_1+2¢5+5+1—2¢5+5_12_3
a 4 47
1 1—
PP S B

Segue o Teorema de Binet, em sua versao para (F,) e (Ly):

Teorema 2.1 (Binet). Para n € N, considerando ¢ = ”2‘/5 e Py = -5

(a) o n-ésimo nimero de Fibonacci é dado por

g0
¢ — @2
(b) o n-ésimo nimero de Lucas é dado por
Ln= 6"+,

Demonstrag¢ao. Vamos provar o teorema por indugao:

(a) (i) Paran =1en =2, o resultado é valido, pois

¢l — ¢} _ 9=
O— Q2 O — P

=1=F

@2 — 2 142545 1—22/5-1-5 14+2v/5+4+5-142v/5-5 éf

4 = 4 = =1=F,.

O— ¢y V5 V5 NG

(ii) Assumimos verdadeiro paran = k e n =k + 1, ou seja,

E_ ik
¢ =
¢ — ¢
e
k+1 12c+1
Fk+1 =

¢ — ¢

16

(10)
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(iii) Mostremos que é verdadeiro para n = k + 2. De fato,

Fiyo = Fypp + Fy,

B

¢ — ¢ ¢ — ¢
o — gy + 6" — g
B ¢ — ¢2
_ ¢F¢ + " — oy — oh
¢ — ¢2
_ Mo +1) —d5(de +1)
¢ — @2 '

Pelas equagoes e , temos:
¢*¢* — ¢33

Frz = ¢ — @2
2 bt
o=

Por (i), (ii) e (iii) provamos a igualdade para F;, para todo n € N.

(b) (i) Paran=1en =2, o resultado é valido, uma vez que

L+VE 1=V 14+Vh+1-V5 2

¢t b= 2 2 =y =l=h
e
5t gk = 1+2f+5+1_2f+5:f:3:@'
(ii) Assumimos verdadeiro paran =k e n = k + 1, ou seja,
Ly = ¢* + ¢5
e

L1 = ¢+ ¢ft
(iii) Mostremos que é verdadeiro para n = k + 2. De fato,
Liyo = Lg1 + Ly,
="+ oy + o +
= ¢"p" + ¢" + dhoy + o
=" (0 + 1)+ ¢5(d2 + 1),
Pelas equagoes e (8), temos:
Liya = ¢"6° + ¢5 03
_ ¢k+2 _|_¢]2€+2‘

Por (i), (ii) e (iii) provamos a igualdade para L, para todo n € N.

17
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2.4 Indices niao positivos

Podemos também expandir as sequéncias de Fibonacci e de Lucas para indices nao
positivos, supondo que a lei de recorréncia continua valida. Para Fibonacci, podemos
reescrever:

Fn:Fn+2_Fn+1-

Assim, dados quaisquer dois nimeros de Fibonacci consecutivos, podemos encontrar
o numero de Fibonacci antecedente. Veja:

Fy=Fy,— F =0,
F,=F —F=1;
Fo=F—F,=—1;
Fa=F —F,=2

sendo estes os valores encontrados para indices nao positivos, respeitando a relagao de
recorréncia original, fica estabelecida a sequéncia (F),) para todo n € Z.

A Tabela [3| exibe uma lista de alguns valores de F,, com indices inteiros:

n|...|-6[-5]-4|-3]2|-1[0[1][2][3[4][5][6]...
Fol...|-8]5]-3]2|-1]1]0o]1]1][2]3][5]8]...
Tab. 3: Numeros de Fibonacci F},, com n € Z.
E possivel notar empiricamente que, dado n natural, F_, = {_Fn’ sen Par ,
F,, se n impar
ou seja, F_, = (=1)""'F,. Dessa forma, somos motivados a completar a Definicao

, considerando indices ndo positivos, com Fy = 0 e F_, = (—=1)""'F,, para n € N.
Comprovaremos, a seguir, que a férmula de Binet para os niimeros de Fibonacci continua
valendo, mesmo com essa defini¢do mais completa, agora englobando indices inteiros nao
positivos. De fato,

e Paran=0:
P —¢) 11
e R

:O:FO

e Sen €N, para —n:
n - L _ L 5 —o"
O 0" _ o F G
¢ — b2 O—P2 O— o

_ Py — " T A 2 ntlp _
= (=" <¢ ¢2> =1 <¢ ¢2) U™ F = P

Com os indices definidos para qualquer inteiro, podemos relacionar os ntmeros de
Fibonacci buscando fatores comuns, apenas atentos a lei de recorréncia.
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Por exemplo, tome a soma F, . + F,,_1, podemos reescrever F, .; como a soma de
seus antecessores
Fn+1 :Fn—1+Fn7

tendo agora um termo comum entre Fj,,; e F,,_1, temos

Fn+1+Fn71 = (anl+Fn)+anl
=F,+2F,_;.

Da mesma forma, podemos expandir a sequéncia de Lucas para indices nao positivos,
reescrevendo a lei de recorréncia como

L, = Ln+2 - Ln+1-

Assim, dados quaisquer dois ntmeros de Lucas consecutivos, podemos encontrar o
numero de Lucas antecedente.

Lo=1Ly— L, =2
L,=IL—Lo=—1;
Lo=Ly—L_=3;
La=IL,—L o=—4

sendo estes os valores encontrados para indices nao positivos, respeitando a relagao de
recorréncia original, fica estabelecido L,, para todo n € Z.

Na Tabela 4] segue uma lista de alguns valores de L,, com indices inteiros:

n|...|-6]-5|-4|3[-2[-1]0][1]2]3]4]5][6]...
Ly | ... [18[-11[ 7 [-4|3[-1[2][1[3]4]7]11]18]...
Tab. 4: Numeros de Lucas L,,, com n € Z.
E possivel notar empiricamente que, dado n natural, L_, = Ln: Se T bat ou

—L,, sen impar’
seja, L_, = (—=1)"L,. Utilizaremos tais observagoes para completar a Definigao , da
mesma maneira como fizemos com os nimeros de Fibonacci, ou seja, definimos Ly = 2 e
L_,=(-1)"L,, comn € N. Verificaremos agora que a férmula de Binet para os niimeros
de Lucas também permanece funcionando com os indices inteiros nao positivos. De fato,

e Paran=0:
PP =1+1=2= L.
e Sen €N, para —n:

I L L

Dessa forma, conseguimos estabelecer o Teorema de Binet para todo n inteiro.
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S

1+v5 ey = 1=

Teorema 2.2 (Binet). Para n € Z, considerando ¢ = =5 >,

(a) o n-ésimo niumero de Fibonacci é dado por
n n
9" — 5

Fn: )
¢ — @2

(b) o n-ésimo nimero de Lucas é dado por

L, = ¢n+¢g

2.5 Identidades

Giovanni Domenico Cassini foi um astronomo, engenheiro e mateméatico do final do
século XVII, nascido em Perinaldo, Italia. Foi professor de Astronomia na Universidade
de Bolonha, Italia, e diretor do Observatorio de Paris.

Dois artigos famosos: Lettre de M. Cassini, a M. Hevelius sur la Découverte de
deux Nouvelles Planétes autour de Saturne, escrito em 1676 e publicado na revista
Journal des Scavans, divulgou a descoberta de quatro satélites que orbitam Saturno
e a faixa escura que separa esses anéis, que é chamada atualmente de divisao de
Cassini, em sua homenagem; e De Bononiensi Scientiarum et Artium Instituto atque
Academia Commentarii, escrito em 1680, Cassini investigou as propriedades dos niimeros
de Fibonacci e derivou varias identidades, incluindo a que atualmente é conhecida como
identidade de Cassini, a qual demonstraremos a seguir.

Propriedade 2.1 (Identidade de Cassini). F, 1 F, 1 — F? = (=1)", n € Z.

Demonstragdo. Considerando F,_1, F,, .1 e F, conforme o Teorema temos:

e (o —¢3“> (<z> —¢;“> - <¢”—¢5)2
Frerbny F"‘( 5= P 5= s

B e A S Y 9P = 20798 + 93"
a (¢ — 2)? (6 — )2
PP — g — g g 4 93— 92T 4 20740 — 93T
(¢ — p2)?
_ —gmHenTt — gpten ! 4 207
(¢ — h2)?

0" hdy " — Ph b o + 2(da)"
a (¢ — p2)?
(pd2) (—pd3 " — L) + 2(deha)"

(¢ — p2)? '

Pelas equagoes e @7 temos:

(02)" (—d(—0) — Pa(—2)) + 2(P2)"
(¢ — ¢2)?
(9h2)™ (9% + ¢3) + 2(p2)"
(¢ — ¢2)? '

Fn—&-an—l_Fs:




XI BIENAL DE MATEMATICA 21

Pelas equagoes @D e , temos:

3(pd2)" + 2(Ppp2)"  Bloga)"
5 3

FopFhq — Fs = = (¢¢2)n-

Pela equacao , concluimos:
Fop1 By — F2 = (—1)™.

Assim podemos demonstrar outras identidades relacionadas.

Propriedade 2.2. (F, |+ F,,.1)? —4(—-1)" =5F? n € Z.

Demonstragio. Usando a Propriedade [2.1], temos:

(Fn—l + Fn+1)2 - 4(_1)n = (Fn—l + Fn+1)2 - 4(Fn+1Fn—1 - Fs)
— F2 | 4+ 2F, (Fyiy + F2, —4F, 1 F,  + AF?
=F2 , + F7"20+1 —2F, 1 Fyy +AF;
=FyaFoy+ Fopi By — 2F, 1 Fyyy + AF)
=F,1(Fho1 — For) + Foi (Fon — Fom) + 4F3
= Fy i(Fyy — (Fyuot + Fo) + Fusi(Foy + F,) — Fy_y) +4F?
=F, 1(=F,) + F, 1 F, +4F?
= F(Foy1 — F, ) +4F?
= F,((Fy1 + F,) — F 1) +AF?
= F,F, +4F?
= F. +4F;
=5F".

Como queriamos demonstrar. n

Propriedade 2.3. L, 1L, 1 — L" = =5(-1)", n € Z.

Demonstragio. Considerando L,_1, L,11 ¢ L, conforme o Teorema 2.2} temos:

LngrLnoy = L = (6" + 65"1)(6" " + 65 77) — (6" + 65)”
= "+ MG O+ oo — (67 + 2070 + 63)
=P+ T+ T+ BT - P 2070 — 93"
=" o + 0" ep T - 2070}
= 0"0'050;" + 0”07 630} — 2(062)"
= 0"05(00;" + 67" 62) — 2602)".

Pelas equagoes e @, temos:

Lny1Ln—1 — L2 = ¢" 95 (d(—) + ¢2(—d2)) — 2(¢2)"
= (¢¢2)n(_¢2 - ¢3) - 2(¢¢2)n
= —(¢h2)" (¢ + ¢3) — 2(Ppa)".
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Pela equacao @D, temos:
Lnp1Ln-y — L = =3(¢¢2)" — 2(¢¢2)" = —5(da)".

Pela equacao , temos:

LpiiLn oy — L2 = —5(—1)".

n

]

A identidade acima é uma versdo da identidade de Cassini para nimeros de Lucas,
e foi demonstrada pelo proprio Edouard Lucas em seu livro Théorie des Nombres, Tome
Premier.
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1. Dado n € Z, prove as seguites identidades usando
Teorema de Binet:

(k) Lypio+2= 5F22n+1;
(1) Liny2 —2= L%n-l—l;
(m) 2(F3‘ +Fg+1 +F:+2) = (F? +F3+1 +F13+2)2§
(@) BpBanFnio = B + (- 1)°F
(0) FoLnix — FopsLn = 2(—1)"1F;
(p FuFrs1FrisFiia = Fipy — 1;

inducao ou o

23
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3 AurLA 03: CONEXOES ENTRE MATRIZES E NUMEROS DE
FIBONACCI E DE LUCAS

3.1 (@p-matriz de Fibonacci

111 .
A matriz 1 O] pode se tornar uma excelente ferramenta para estudar nimeros de

Fibonacci. Isso ocorre pois, ao calcularmos suas poténcias, suas entradas passam a
ser preenchidas por estes nimeros. Neste texto, denotaremos essa matriz por Qp e a
nomearemos de () p-matriz de Fibonacci. Observe que:

le'l 1 _[B Al
S V| B A 2
Q2:'2 1':'F3 By
P17 R R
Q3:32':'F4 By
P2 1] 7 B R
Q4:53':F5 F,
T3 2T B F)

de forma geral, é possivel estabelecer que, para n inteiro, vale

n o __ Fn+1 Fn
QF_[Fn Fn—1‘|'

Com base neste resultado podemos estabelecer varias identidades envolvendo ntimeros
de Fibonacci, através da manipulacdo da matriz Qr. Iniciaremos sua demonstra¢do no
lema a seguir e a completaremos no Teorema (3.1

Lema 3.1. Paran € N, a n-ésima poténcia de Qr ¢ dada por:

n o __ Fn—i—l Fn
B Fn Fn—l .

Demonstragdo. Provaremos via inducgao finita.
(i) Para n =1, o resultado é valido, pois
a-b 3-89
F 10 Fy Fy
(ii) Assumimos que o resultado seja verdadeiro para n = k, isto é,

ok = Fry1  Fy
F Fr  Fea|’
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(iii) Mostremos que é verdadeiro para n = k + 1. De fato,

kL Ok O — Fopo B | |1 1) _ | Fen + Fr Fosr| _ | Fige Fin .
F F Fr Fra] |10 Frp+Freq Fy Frir Fy

Por (i), (ii) e (iii), provamos o lema. O

O Lema [3.1} nos permite demonstrar, de forma bastante simples, a identidade de
Cassini para n natural, através do calculo de det(Q%). Vejamos:

Propriedade 3.1 (Identidade de Cassini). F,,, F,  — F? = (-1)", n € N.

Demonstragio. Basta observar que det(Q%) = (det(Qr))". Sendo assim, do Lema [3.1}

n

Fn+1 Fn 7 (11)

F, F,. |10

‘1 1

o que implica ,
FonFoy—F;=(=1)".

Agora, podemos generalizar o Lema [3.1] para n inteiro.

Teorema 3.1. Para n € Z, a n-ésima poténcia de Qr ¢ dada por:

n o __ Fn+1 Fn
B Fn anl '

Demonstracao. Para n = 0, o resultado é trivial, uma vez que
QY — 10 _ Fy Fy _ Foy1 Fo
=001 Fy F Fy  Foa’

O caso em que n € inteiro positivo estd provado no Lema [3.1} Analisemos quando n é
inteiro negativo. Nesse caso, n = —k, onde k € N. Entdo, Q% = Q7 = (Q%)" e, pelo
Lema [3.1] segue que

-1
F; F;

n o__ kN—1 __ k+1 k

F — (QF) - [ Fk Fk—1‘| :

Calculando a inversa usando o Teorema [I.I] e aplicando a identidade de Cassini
(Propriedade [3.1)), temos

. 1 Foow —F| 1 |Fw —F
QF B Fri1Fr — F]? [_Fk Fk+1] a (‘Uk [_Fk Fk—i—l] (12)
— (—1)* le—l —Fk] _ [(—1)%—1 (—1)k+1Fk]
—Fy Fyn (=1)*'F (1) Fega

Mas, perceba que,
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Foni =F 1 =F_gy = (-1 D E L = (-1 Fy

Fooy=F oy =F gy = (1) E L = (1) Fuy = (=1 Fiaa.
Dessa forma, da equacao , temos

n o__ Fn+1 Fn
QF_[Fn Fn—1‘|.

]

Repetindo o mesmo raciocinio realizado na demonstragdo da propriedade [3.1], mas
usando o Teorema [3.1] como base, nao existe dificuldade em generalizar a identidade de
Cassini para todo n inteiro, como enunciada a seguir.

Propriedade 3.2 (Identidade de Cassini). F,,,F,,  — F2 = (—-1)", n € Z.

A seguir, vamos exemplificar como podemos obter identidades envolvendo os niimeros
de Fibonacci usando operagoes com a matriz Q.

Propriedade 3.3. Considerando m,n € Z, sio verdadeiras as identidades:

((l) Fm+n = m+1Fn + Fanfl;
(b) Frnp = (_1)n(Fan+1 - Fm+1Fn)'

Demonstra¢io. (a) Para demonstrar a primeira identidade, inicialmente observe que
= Q- Q. Tsto posto, do Teorema [3.1]

[Fm+n+1 Fern ] — lFm+1 Fm ‘| . [Fn+1 Fn ‘|

Fm+n Fm+n—1 Fm Fm—l Fn Fn—l

ou seja,

Fm+n+1 Fm+n — Fm+1Fn+1 +Fan Fm+1Fn+Fan—1
Fern Fm+n71

Fan+l + mean Fan + leFn1‘| . (13)

Das entradas localizadas na primeira linha e segunda coluna das matrizes da equagao
, segue que
Fm+n = Fm+1Fn + Fp by

(b) Agora, observe que Q7" = Q% - (Q%)~!. Todavia,
Out= [F BT L R =R [Fo <R
r Fn anl (_1)71 _Fn Fn+1 _Fn FnJrl '
Sendo assim, do Teorema |3.1

menJrl men o Ferl Fm . (_1)71 anl _Fn
men menfl N Fm mel _Fn Fn+1 '
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Realizando a multiplicacao de matrizes:

Fm—n+1 Fm—n _ (_1)71 Fm+1Fn—1 _Fan Fan+1 _Fm+1Fn (14)
Fm—n Fm—n—l Fan—l _Fm—an Fm—an+1 _Fan ‘

Das entradas localizadas na primeira linha e segunda coluna das matrizes da equagao

, segue que

Fon= (_1)n(Fan+1 - Fm+1Fn>~

1. Formalize a demonstragao da Propriedade [3.2] seguindo as sugestoes
dadas nesta secao.

3.2 (@;-matriz de Lucas

Por sua vez, para estudar a sequéncia de Lucas de forma similar a que fizemos com a
3
1 2

isso de forma semelhante, mas complementar, ao estudo apresentado em [§].

de Fibonacci, podemos usar a ()r-matriz de Lucas, definida como () = ] Faremos

Verificaremos que

n Fn+1 Fn ,
52 , se n € par
Qn Fn Fn—l
L — )
n-1 LnJrl Ln ;.
) , sen éimpar
Ln Lnfl

para todo n inteiro. Iniciaremos este processo com o lema a seguir.

Lema 3.2. Paran € N, a n-ésima poténcia de Q;, € dada por:

n Fn+1 Fn /
52 , sen € par
Qn o Fn Fn—l
.=
n—1 Ln+1 Ln s
, Semn eimpar
Ln Ln—l

Demonstragcao. Vamos provar o lema por inducao.

(I) Supondo n par:

(i) Para n = 2, o resultado é verdadeiro, pois
E F 11 5 b

Cfo+1 3+2] [3 1] [3 1]
T3+2 144] |1 2[ |1 2| T e
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(ii) Assumimos que seja verdadeiro para n = k, ou seja,

k EFpp By
= 52 .
@ [ Fy, Fk—l}

(iii) Mostremos que é verdadeiro para n = k + 2. De fato,

k2 _ Ok ()2

L T %L L
g [Fen Bl 21
Fy,  Fr 11

_ i 2F 1 +Fy P+ By
20, + F_1 Fp+ Fp_1

bf2 Frysz Fryo
Fivo Fra|’

ot

O que prova a igualdade para n par.
(IT) Supondo n impar:

(i) Para n =1, o lema ¢ valido, uma vez que
1-1 LQ L1 . 3 1 A1
o7 [Ll LJ - L 2] =

(ii) Assumimos que o resultado seja verdadeiro para n = k, isto é,

(iii) Mostremos que é verdadeiro para n = k + 2. De fato,
k+2 k2
L+ = Q- Q1

gkt Lk—i—l Lk 2 (2 1
=0T L,H] o [1 1]
k1 (2040 + Ly, Lyyr + Ly,

2Ly + Ly Ly + Ly

55 Livs Liio
| Lit2 Lg1]

O que prova a igualdade para n impar.

O

. L. . . E, F,
O leitor deve ter notado que a n-ésima poténcia da matriz (Qr produz [ A ] ,

Fn Fn—l

Ln+l Ln

mas a matriz
[ Ln Lnfl

] nao é produzida pela n-ésima poténcia de (). Nesse sentido,

Ln+1 Ln

fica o questionamento: como obter
Ln Ln—l

] a partir de Q17 Iniciemos a nossa

exploragao.
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(i) Primeiramente, considere n impar.

temos )
23 Ln+1 Ln _
Ln Ln—l
ou seja,
Ln—i—l Ln o
Ln Ln—l B

(ii) Agora, considere n par. Como Q7+ =

Uma vez que Q] = Qp -

29

"1 pelo Lema ,

(3 1] _wx| F, F,.
_]_ 2_ ’ ’ [Fn—l Fn—?] ’
3 1] [ . Fua

L 2] |[Fooy Fuaf

Qr - Q7, pelo Lema , temos

)5/22/ Ln+2 LnJrl _ 3 1- }%/ Fn+1 Fn
Ln+1 Ln 1 2_ Fn Fn—l
Ln+2 Ln+1 _ —3 1 . Qn
Loi Lo |~ |1 2] 7%F
Ln+2 Ln—i—l _ 3 1 . n—1 |
[Ln+1 Ln ] - ll 2‘| QF QF-

Multiplicando por @', pela direita, os dois lados da igualdade anterior, segue

Lty Loyn] [0 1] 3 1] . [t 1] Jo 1
Loyt Lo |7[1 =1 71 279" Tl1oo) 1 -1
Ln+1 Ln+2 n+1 Fn—l X _]- 0
Ln Ln+1 Fn_g_ _O 1
n+1 +%> L/ﬂJr/l Fn anl
Ln ( +;V) % Fn—l Fn—2 ’
ou seja,
n+1 Ln 3 1 Fn anl
Ln 1 1 2 anl Fn72
Por (i) e (ii), acabamos de estabelecer a seguinte propriedade:

Propriedade 3.4.

Ln+1
Ly

Ly,

3] [ A
Ln—1_12 Fn—l

F, -
Fn—;] :QLQF 17 n € N.

Note que a Propriedade [3.4, a priori, é vilida apenas para n natural. Todavia, serd
possivel expandi-la para todo n inteiro mais adiante.

Com base na Propriedade pode ser facilmente demonstrado, a partir do uso do
determinante, uma identidade conhecida como a correspondente a de Cassini, mas para

numeros de Lucas.

Propriedade 3.5. L, 1L,  — L? =

—5(—=1)", neN.
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Demonstragio. Utilizando a Propriedade [3.4]

Ln LTL n— n -
+l =det(Qr - Q% ') = det(Qr - Q- Qr')
L, L,
B AFe Eloo1
1 2| F, F,.q|1 —-1|°

Pela identidade de Cassini (Propriedade [3.2)), temos:

Loyl — L2 =5(=1)"(=1) = —=5(=1)".
O

Com essas informagoes, podemos generalizar o Lema |3.2| para que n seja qualquer

numero inteiro.

Teorema 3.2. Para n € Z, a n-ésima poténcia de (Qp € dada por:

n Fn+1 Fn .
52 , sen € par
Qn - Fn Fn—l
L=
n=1 Ln+1 Ln ;.
2 , sen e impar
Ln Lnfl

Demonstragio. O caso em que n é inteiro positivo esta provado no Lema Analisemos
quando n é inteiro negativo. Nesse caso, n = —k, onde k € Ne QF = Q;" = (Q%)~*.

(I) Considere k par, ou seja, n par.
Pelo Teorema [I.1] e a Propriedade temos

-1

55 F 55 F,

n _ kE\—1 — k+1 k
Q= (Q1) l 5, 5§Fk—1‘|

1 [5’5&_1 —5§Fk]

525(—1)’“ —52 Fy, 5§Fk+1
Fr_1 —F
5 k(_1)k55 [Tk-1 k
(=1) [—Fk Fers

e [(=1)FFy (=1)*'F
=0 [(—D’ﬂ*ka (—D’%ﬂ '

Mas, perceba que,
F,=F_ = (-1)""F,
Fosi=F 1 =F gy = (1) I E = (=1)"Fy

Foa=F 1 =F = (—D)FE = (-D)F2F L = (-1 F.
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Assim, segue que

n_ry FnJrl Fn
QL_5 [Fn Fnl]

Antes de passarmos para o caso em que n é impar, analisemos quando n = 0. Nessa
situagao, o teorema é verdadeiro, pois

QO _ 10 _ F1 F() _ 5% F0+1 F()
F=0 1 Fy F Fy  Foa|
Portanto, o teorema é verdadeiro para quando n é par.

(IT) Considere k£ impar, ou seja, n impar.

Usando o Teorema [I.1] e a Propriedade temos

_ _ -1
o= [Pl 27k

57 L, 57 L,

B 1 5% Ly —57 Ly
52L;U5<_1)k+1 5 Ly 5%Lk+1

B 57 Ly —Ly

TSR <L L

o [(C) L (1)L
=0 [ (—1)*La (—1)k_1Lk+1].

Uma vez que
L, =L_4 = (=1)FL,

Lppn=Logpn=L gy = (=1)* ' Li s

Lyi=L_j1=L_g1y=D)""Lpp = (=)L,

n o __ "T’l LnJrl Ln
QL =9 [ Ln Ln1‘| .

temos

Portanto, o teorema é verdadeiro para quando n é impar.

O

Agora, usando o Teorema [3.1], pela mesma argumentacdo usada na Propriedade [3.4]
mostra-se que

Propriedade 3.6.
Ln—l—l Ln o 3 1 Fn Fn—l B -
[ Ln Ln—l] - [1 2] [Fn—l Fn—Z] - QL QF , n c 7.

E como consequéncia, com a mesma argumentacao da Propriedade [3.5] mas com
suporte da Propriedade [3.6}
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Propriedade 3.7. L, 1L, ; — L? = —5(-1)", n € Z.

1. Formalize as demonstragoes das Propriedades [3.6] e seguindo as
sugestoes dadas nesta secao.

3.3 Identidades de Lucas e Fibonacci

Nesta secao, demonstraremos algumas identidades que conectam os niimeros de Lucas
com os de Fibonacci, via algebra matricial.

Propriedade 3.8. L,, = F,, 1+ F,.1, n € Z.

Demonstracao. Pela Propriedade 3.6}

(Lo Lo | [3E,+F.1 3F, 1+ F,
L Ln Ln—l_ _Fn + 2Fn—1 Fn—l + 2Fn—2_ .

Ou seja, ) o ]
Ln+1 Ln _ Fn + Fn+2 Fn—l + Fn+1 (15)
L Ln Ln—l_ Fn—l + Fn+1 Fn—2 + Fn ] .

Comparando as entradas da primeira linha e segunda coluna nas matrizes da igualdade
anterior, segue o resultado. O]

Propriedade 3.9. L,,,; + L,_1 =5F,, n € Z.

Demonstragdio. Igualando o traco das matrizes na equagao (15]), temos:

Lynii+Lyp1=F,+F o+ F, o+ F,
=2F, + F,i0+ F,_s
=2F, + (Fy + Fot1) + Fro
=3F, + Foy1 + F,_s
=3F, + (F, + F,_1) + F,
=4F, + F,_1 + F,_,
= 4F, + F,
=5F,.

Propriedade 3.10. L, + F,, = 2F,,,1, n € Z.

Demonstrag¢ao. Somando Q% em ambos os lados da equagao matricial , temos:
Ln+1 Ln + Fn+1 Fn _ Fn + Fn+2 Fn—l + Fn+1 + Fn+1 Fn
Ln Lnfl N anl + Fn+1 Fn72 + Fn Fn anl

Fn anl
_ Fn+Fn+2+Fn+l Fn71+Fn+1+Fn
Fn71+Fn+1+Fn Fn72+Fn+anl ‘
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O que implica

Ln+1 + Fn—i—l Ln + Fn 1 _ [2Fn+2 2Fn+1] (16)

Ln+Fn Ln71+Fn71 N 2Fn+1 2Fn

Comparando as entradas da primeira linha e segunda coluna na igualdade matricial
(16)), obtemos a identidade desejada. O

Propriedade 3.11. L, — F,, =2F,,_1, n € Z.

Demonstrag¢do. Subtraindo (% em ambos os lados da equagao matricial , temos:

Ln+1 Ln . Fn+1 Fn —Fn+Fn+2 Fn—1+Fn+1 . Fn+1 Fn
Ln Ln—l Fn Fn—l _Fn—1+Fn+1 Fn—2+Fn Fn Fn—l
:—Fn+Fn+2_Fn+1 Fn—1+Fn+1_Fn
_Fn—1+Fn+l_Fn Fn—2+Fn_Fn—1
| 2F, i+ BB 2P+ Bt — B

Implicando

Ln—i—l - Fn+1 Ln - Fn _ 2Fn 2Fn—1 (17)
Ln - Fn Ln—l - Fn—l 2Fn—1 2Fn—2 '

Comparando as entradas da primeira linha e segunda coluna na igualdade matricial
, obtemos a identidade desejada. O]

Propriedade 3.12. Li — Fg =4F, 1 F,_1, n € Z.
Demonstragio. Das Propriedades e temos:

(Ln + F) (L — Fy) = 2Fy 12F, 1,
isto é,

L2 — F? =4F, ,F, ;.

Propriedade 3.13. L? —4(—1)" =5F? n € Z.
Demonstragio. Somando as igualdades produzidas nas Propriedades [3.2] e 3.7], temos:
_5(_1)n + <_1)n =Lpy1Lln1— Li + FoyiFr1 — an

isto é,
L2 —4(-1)"=Lyy1 Ly 1+ Fpi oy — F2
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Usando a Propriedade [3.8]

L2 —4(-1)" = (F, + Fyy2)(Fy o+ F,) + Fy1 Fy oy — F?
= FuFys + B+ FrioFyo + FpoFy + Frpi Foy — B2
=FoFy o+ (Fy+ Fop) oo + (Fy 4 Fog) By + Fop Froy
=k, o+ FF o+ by o+ BB+ Fog B+ B By
= F? 4+ FyFy 94 FyFy o+ Fyi1Fryo+ FpyiiFy + Fup Fryy
=2+ FFy o+ FoFy o+ Fup1(Fro+ Fly) + Fupi Fy
=>4+ F,F, o+ F,F, o+ F, 1 F, + F, 1 F,
= F?+2F,F, »+2F, .\ F,
= F?+2F,F, o +2(F,_, + F,)F,
= F?+2F,F, »+2F,F, ; +2F,F,
=3F2+2F,(F, o+ F, 1)
=3F?+2F,F,
=5F2

1. Para m,n € Z, usando algebra matricial, mostre que

3.4 Polindmios caracteristicos
3.4.1 Polindbmios de Fibonacci

Observe que o polinémio caracteristico da matriz QQr é dado por
11 10 l—2z 1
ractr = (14 =+ S) =10 s

Nesse contexto, igualando pg,(x) & zero, temos a equacgdo caracteristica de Qp,
2?2 — 2 —1=0. A partir dessa equacdo, podemos calcular os autovalores de Qp:

=22 —r—1.

_EDEJE A 15
2 2
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isto é, existem duas raizes de po(z) = 0, as quais também sao autovalores de Qp. Sao
eles ¢ = —”2‘/5 e ¢y = —1’2‘/5

= , OU seja, s2o 0s mesmos irracionais que aparecem nas férmulas
de Binet.

Os autovetores, v, associados a um autovalor A de (Qp, podem ser encontrados
igualando (Qp — AI)v = 0. Considerando v = [Z] , temos:

(4 DB - 5 -8
F]-gl

Resolvendo a equacgdo para A = ¢, temos que os autovetores de (Qr sao da forma
1
V1 =« [

ou seja,

1
1|, com a € R. Para A = ¢, temos que os autovetores sao da forma v2:ﬁ[1]7
¢ @2
com 3 € R. Assim, pelo Teorema temos:
1 1] [ 01" [£ -1] 1
o-ft 11 215
sl 10 %] (=5 1]5 -3
:¢¢211'¢0n.é—1
o= ls @l [0 &) [ 1]

Como ¢ps = —1,

omlt B4 5

1
¢
-1 [ £-% -+ ep
= n—1 ¢n71 _
¢ — Pa ¢¢2 - — it

o=y pnl—gn!

¢)n+l_¢2n+1 ¢n_¢'g
_ S~ 2 ¢—2 .
$—2 d—2

Usando o Teorema [3.1, sabemos que

$—2 d—p2 L
" -9 "=l

[¢n+1¢2n+1 ¢n_¢g
¢—p2 o—¢2

_ Fn+1 Fn
e .

Comparando as entradas da primeira linha e segunda coluna na equagao matricial ,

acabamos de verificar o item (a) do Teorema (Binet): F,, = Q; _52, para n € Z.
— ¢

Ou seja, esta é outra forma de se provar o teorema em questdao, mas dessa vez usando
matrizes.
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. . - L F.,.. F
Agora, investiguemos a equagao caracteristica de Q% = l . " ]

Fn Fn—l

. Fn+1 Fn . 10 o Fn+1—l' Fn
ot = ([ 2] oo 1)) P

= (Fop1 — 2)(Foa — ) = (Fo)(F)
= n+1Fn—1 —Fn+1l'—Fn_1fL'—|—$2—Fs
- xQ - (Fn—l-l +Fn—1)x+Fn+1Fn—1 - F?’%)

isto €, o polinémio caracteristico de Q% é dado por

pon () = 2 = (Fupr + Fooy)z + Fopn Foy — F

Pela identidade de Cassini (Propriedade e como F, 1+ Fhy1 = F, + 2F, 4,
podemos reescrever o polinémio caracteristico como pgn () = 2* — (F, +2F, 1)z +(—=1)".

Sabemos que os autovalores de Q) sdo a m-ésima poténcia dos autovalores de Qp,
n n
ou seja, @" = (1+2\/5) e ¢y = (%) . Por outro lado, os autovalores também sao as

raizes da equagao caracteristica, % — (F,, + 2F,_;)z + (—1)" = 0, calculando suas raizes,
obtemos:

—(—(Fy+ 2F, 1)) £ \/ (= (Fu + 2F,_1))2 — 4(—1)"
2

 Fu 4 2F, 1 £ /(= (Facy 4 Fagn))? —4(=1)r

_ - .

xr =

Pela Propriedade [2.2]

F,+2F, 1+ |F,V5 F,+2F, 1+ F5
xr = = .
2 2

Concluimos, portanto, que os autovalores de Q% sao

_Fn+2Fn—1+Fn\/5

" 5

(19)

F171—i_2}7nfl_}7n\/g

Cbz: 9

(20)
Isto significa que acabamos de obter uma forma de escrever as poténcias n-ésima do

nimero de ouro e de seu conjugado em funcao do n-ésimo e (n — 1)-ésimo termos da
sequéncia de Fibonacci.

3.4.2 Polindmios de Lucas

O polinémio caracteristico da matriz @), é

B 31 Lol _|3-2 1 |,
pQL(x)—det<[1 21—xl0 1])—‘ 1 2—x’_x S5x + 5.
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Para obter os autovalores de @, calculemos as raizes de pg, (x), 2 — bz +5 = 0.
Assim,

—5)+£/(=5)’ = 4(1)(5) 5+ /5
2 2

Denote os autovalores de ) por ¢ = 5t f € Yo ‘[ Note que, interessantemente,
© =50 e g3 = —/5py, 0 que evidencia a relagao entre o nimero de ouro e 0s nUMeros
de Lucas.

Os autovetores, v, associados a um autovalor A de )1, podem ser encontrados

igualando (@ — AI)v = 0. Considerando v = [Z}, temos:
3—A 1 | Jal _10 N a(3—X)+0b] |0
I 2=X| [b| |0 a+b2—-X)| |0|"
Resolvendo a equagao para A = v/5¢, temos autovetores da forma vy = « [ \/5; _ 31 =

1
« [1], com a € R. Agora, considerando A = —v/5¢,, temos autovetores da forma
¢
1 1 .
15} [—\/5(152 _ 3] =0 L}Q], com [ € R. Assim, pelo Teorema temos:

or = % ll 11_[\/&) 0 ]” ld} —1]
Fo—b s oml L0 Ve =5 1]

Uma vez que ¢y = 1 e ¢ — o = /5, segue

L1 [(VBe)T (=vBe)] T4 -1
QL = _ﬁ _ (\/i:b)n (\f@)z ] ) [jl 1 ]
o [RRE R  (vBe) s (~vEey)”
VB | (VE)T L (VEe)T(VEe)T L (vEes)”
L 992 folop) ¢ ¢2

_ 'ﬁ‘lez»l%—(—l)"ﬁ‘llqbg@ V5"l - (15l ]

VBT (—)VE ey VB et - —)f" Phdy "
VBV e - (1 VE et VEVE e — (1B VB gy
VBV - (C1VEVE T VETVE et - (1B oy

A G VA A o Vi
- \/gn "= (\/5) "oy . (\/E)’%ﬁ"’1
" _
! NG V5
, [ontl—(— 1) ppt! P —(=1)"¢B
— ¢ b2 o—¢2
=5 —(-D"¢ ¢ (=g !
L P—2 —2

O que indica que fomos capazes de expressar ()% em uma unica matriz.
L



XI BIENAL DE MATEMATICA 38

n Fn+1 Fn
52 , se n par
. ~ . n Fn Fn—l
Investiguemos a equacao caracteristica de )7 =
n=1 Ln+1 Ln ’
2 , sen lmpar
Ln Ln—l

Observe que teremos dois polindmios caracteristicos de acordo com a paridade de n.

Para n par, temos:

_ 2 [Fopn Fo | 1 O]\ _|52F—2  52F,
pQ’i(x>_det<5 an Fn_ll ‘/’”[o 1D_| BiF, 53 F,,—x

= (53Fp— ) (53 F, — ) — (53F,) (53 F,)
= 5"F, 1 Fy 1 —52Fy 2 — 52 F, o+ 2% — 5" F?
=22 = 5% (Fyyy + Fy_y)x + 5" (Fop Fuy — F2).

Podemos substituir F, 1 F, 1 — Fﬁ e F, .1+ F,,_1 usando as Propriedades e .
Para n impar, temos:

B n-1 Lyvw Ly | |1 0] _

= (5" Los1 — ) (5" Loy — ) — (57 L) (5" Ln)

= 5" "Ly Ly 1 =57 Lypyw — 57 Ly_yx+a2° — 5" L2

= $2 - 5%71([/”4_1 + Ln_l)l’ + 5n71(Ln+1Ln_1 - Li)

n—1 n—1

5“5 Ly —x 5T L,

Podemos substituir L, 1L, 1 — Lfl e L1+ L,_1 usando as Propriedades e .
Dessa forma, o polinomio caracteristico de Q)7 é dado por

par () = {

2% — 53 L,x + 5"(—1)",  sen par

22 — 5" F,o — 5"(—1)", se n {mpar.

Os autovalores de Q)7 sao as n-ésimas poténcias dos autovalores de @), logo ¢" =
(V50)" e o = (—/Bga)". Por outro lado, os autovalores também sdo as raizes das
equacgoes caracteristicas.

Para n par, as raizes de 2% — 53 L,,v + 5"(—1)" = 0 sdo:

(=53 Ly) £ /(=53 L,,)? — 4(1)(57(—1))
2

xTr =

5% Ly £ /5nL2 — 4(5")(—1)"

2
. (Ln + 1/L;;Q— 4(—1)n) |

Pela Propriedade [3.13] obtemos:

o [ Lo+ \/5F7 w (Ln £ |F V5 w (Ln £ F\/5
1'252 72 :52 —2 :52 72 .
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, , n+1 ~
Para n impar, as raizes de 2> — 52 F,z — 5"(—1)" = 0 sdo:

—(5F R £y (5 R - 4)(=5(-1)")

xr =
2
5“5 F, & /57 LF2 + A(57)(—1)"
B 2
. (Fn\/g + /5F2 + 4(—1)n)
g 2
5 .

Pela Propriedade [3.13] obtemos:

. (Fnﬁi \/L%) . (an/ﬁi !Ln\> 2 (Fn\/ﬁi Ln>
T = 2 _— — 2 - — 2 - .
2 2

55 LatFuVB g0 par
Entdo os autovalores de Q7 sio ¢" = (Vbo)" = {53 Fn\/%Jan’ sen?m ¢
Stln par
55 Ln=FuV5 g0 1 par
G = (Vo =,
52 fnm¥o==n - se n fmpar

Com essas informacoes, para finalizar este minicurso, apresentaremos uma nova prova
do Teorema de Binet.

S

1 5 1—

Teorema 3.3 (Binet). Para n € Z, considerando ¢ = >,

(a) o n-ésimo nimero de Fibonacci é dado por

¢y
6— s

Fy

(b) o n-ésimo nimero de Lucas é dado por

Demonstragio.  (I) Considerando n par, temos:

S @

2

(—V/B6a)" = (V5o)" = 57 <Ln—Fn\/3> : (22)

Objetivando isolar F}, na equacao , fazemos:

%wzﬁcwtms::¢%}”fMg:ww=m+ﬂﬁ,
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(IT)

o que implica
2¢n — Ln

F, = 23
7 (23)
Substituindo na equacao o valor de F,, conforme equacao ([23)), temos:
L, — (222=) V5 L,— 26"+ L
S i M) N 05 = ,
2 2
obtendo:
L, =¢" + ¢j. (24)
Substituindo na equacao o valor de L,, conforme equagao , temos:
P )
Uma vez que ¢ — ¢g = V5,
¢" — Py
F, = 25
=2 (#)

Considerando n impar, temos:

S 20

(—V502)" = —(V52)" = 5% (W) : (27)

Note que as equacoes e sao iguais, portanto, isolando F;, encontraremos
a equagcao novamente. Substituindo na equacao o valor de F), conforme

equacao , segue:
P (Con A

2

Objetivando isolar L,,, fazemos:

2" — Ly, — L, — 94" + 2L,

obtendo, novamente,
L, =¢" + ¢5. (28)

E, se repetirmos a substituicao da equacao na equacao , obteremos a
equacao (25) mais uma vez.

Portanto, por (I) e (II), para n € Z qualquer, F, = % o [, = o" + ¢h. H

p—op2
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