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Matrizes 2 x 2 ou Coquatérnios

Aplicada ao estudo do espacgo hiperbdlico

Colombo, Jones 1[f}

Resumo: Nestas notas vamos apresentar a dlgebra, conhecida como Coquatérnio. FEsta
algebra é na verdade a dlgebra das matrizes 2 X 2 vista com respeito a uma base
adequadamente escolhida. Vamos analisar as principais propriedades desta dlgebra desde
o ponto de vista dos quatérnios. O objetivo deste minicurso € mostrar que assim como a
dalgebra dos Quatérnios € adequada para cdlculos no espago euclidiano, a dlgebra dos
Coquatérnios ¢ adequada para os cdlculos do Espagco Hiperbolico.
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1 INTRODUCAO

1.1 Quatérnios

Em Matemadtica, os quatérnios [§] é um sistema numérico que extende os nimeros
Complexos [7]. Os quatérnios foram primeiramente descritos pelo matematico Irlandés
Willian Rowan Hamilton em 1843 e aplicado ao estudo da mecanica do espaco
tridimensional. Por este motivo os quatérnico sao frequentemente denotados por H (de
Hamilton), ou por H. E tradicdo representar os quatérnios da forma:

al+bi+cj+dk,

onde os coeficiente a, b, ¢ e d sdo numeros reais, e 1, i, j, k sdo as bases de um espaco
vetorial sobre os Reais.

Onde a multiplicagdo por 1 e os elementos i, j, k sao definidos por ele ser o elemento
identidade, isto é,

il=1i=1i, jl=1j=j, kl=1k=k
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O produto dos outros elementos da base sao:

iZ=j2=k*= -1,
ij=—ji=k, jk=-kj=i, ki=—-ik=j.

Combinando esta regras,
ijk=-1

Os quatérnios é um tépico de matematica pura, mas também tém usos praticos
em matemética aplicada [2 [6], particularmente para calculos que envolvem rotagoes
tridimensionais, como em computagao grafica tridimensional, visao computacional e
analise de textura cristalografica. Eles podem ser usados junto com outros métodos
de rotacao, como angulos de Euler e matrizes de rotagao, ou como alternativa a eles,
dependendo da aplicacao.

Em termos modernos, os quatérnios formam uma algebra de divisdo normada
associativa quadridimensional sobre os niimeros reais e, portanto, um anel, também um
anel de divisao e um dominio. E um caso especial de dlgebra de Clifford, classificada como
Clo2(R) = Cly(R). Foi a primeira algebra de divisao ndo comutativa a ser descoberta.

1.2 Coquatérnios

Na élgebra abstrata, os Coquatérnios [9] (ou Split-Quaternion) formam uma estrutura
algébrica introduzida por James Cockle em 1849. Eles formam uma algebra associativa
de dimensao quatro sobre os niimeros reais.

Apés a introdugdo no século 20 usando as definicoes de anéis e algebras sem
coordenadas, foi provado que a algebra dos coquatérniosé isomorfa ao anel das matrizes
reais 2x 2 sobre os Reais. Portanto, o estudo dos Coquatérnios pode ser reduzido ao estudo
de matrizes reais, e isso pode explicar por que hd poucas mengoes aos Coquatérnios na
literatura matematica dos séculos XX e XXI.

Seguindo a tradi¢do representar os quatérnios vamos representar os coquatérnios da
forma:
al+bi+cj+dk,

onde os coeficiente a, b, ¢ e d sdo numeros reais, e 1, i, j, k sdo as bases de um espaco
vetorial sobre os Reais. Onde a multiplicacao por 1 e os elementos i, j, k sdo definidos
para ele ser o elemento identidade, isto é,

il=1i=i, jl=1j=j, kl=1k=k

O produto dos outros elementos da base sao:
i2 — _j2 — _k2 — _1’
ij=—ji=k, jk=-kj=—i, ki=—-ik=—j.
Combinando esta regras,

ijk = 1.

Como os quatérnios, eles formam uma algebra associativa real quadridimensional sobre
os reais. Mas, como a algebra real das matrizes 2 x 2.
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Abordaremos a algebra de matrizes 2 x 2, denotada por Ms, e a dlgebra dos quatérnios
sobre os nimeros reais, denotada por H. Embora seja conhecido que M é isomorfica a H
sobre os niimeros complexos (C), ndo é possivel que essas dlgebras sejam isomérficas sobre
os nimeros reais (R). Antes de discutirmos as propriedades fundamentais dos quatérnios
e dos coquatérnios, faremos uma breve digressao para garantir uma discussao coerente
mais adiante.

2 Espacos Euclidianos, pseudo-Euclideanos e
Simpléticos

Seja n > 2. Considere (-,-), : R x R* — R dada por
<:B7 y)v =T1Y1 + F Tpn—oYn—v = Tn—vt1Yn—v+1 — " — Tpln

onde z = (x1,...,2,) ey = (Y1, -, Yn)-

Considere a base canonica {fi,..., fn} do R", a matriz associada a (-,-) ¢

[ M| 0
Id"—“v“_[ 0 —IdU]

onde Id; é a matriz identidade de ordem k. Podemos considerar u,w € R"™ como vetores
colunas, e escrever (u,w), = u'Id,,_,, w. No caso de espago euclidiano a matriz é Id,.
Nas situagoes anteriores as formas bilineares sao nao degeneradas e simétricas. Existe,
no caso que o espaco vetorial de dimensao par, isto é, n = 2k. A forma bilinear ser nao
degenerada e anti-simétrica. Neste caso, a matriz que acompanha deve ser

0 Idg
—Idg | O '
Neste caso R™ o espago é chamado de Simplético. Para distinguir cada caso, vamos

usar a seguinte notacao: (-,-)g, (,-), € (-,-)g, Para produto interno, euclidiano, pseudo-
euclidiano e simplético, respectivamente.

Na literatura, diz-se que uma forma bilinear é um produto interno se for bilinear,
simétrica e positivo-definida. Neste artigo, chamamos uma forma bilinear de produto
interno se ele for ndo-degenerada. Desta forma usaremos o termo produto interno, mesmo
quando ele nao for positivo-definido (pseudo-Euclidiano) e quando for anti-simétrico
(Simplético).

O conjunto das matrizes reais A de tamanho n x n que preservam esta forma (isto é,
(Az, Ay), = (z,y), para todo z,y € R") é chamado de grupo ortogonal generalizado
e denotado por O,(n,R). E, no caso, que (Az, Ay)s = (z,y)q para todo z,y € R” de
grupo simplético, denotado por Sp(n,R).

O espago pseudo-Euclidiano de indice v, denotado por R?, é o espaco vetorial R"
com as operagoes usuais de soma e multiplicagdo por escalar, munido do produto interno
pseudo-Euclidiano (-, -) . O espaco de Lorentz-Minkowski, é o L™ definido por ser RY.

-

E comum, na literatura, definir (-,-), colocando os v sinais negativos nas primeiras
parcelas, ao invés das tltimas.
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Existe um terminologia que claramente vem de consideragoes fisicas. Dizemos que um
vetor v € R} é do tipo: (a) espago se (v,v), > 0; (b) tempo se (v,v), < 0; (c) do tipo luz
se (v,v), = 0.

Também definimos a norma pseudo-Euclidiana por ser a aplicagao [|-||, : R} — R dada

por |lv-]|, = 1/|{(v,v),|. Dizemos que v é unitario se, e somente se, (v,v), = %1.

E importante observar que o termo “norma'’ na definicao proposta acima ¢ um abuso
de linguagem, pois a aplicacao ||-||, ndo é de fato uma norma, visto que existem vetores
nao-nulos cuja norma pseudo-Euclidiana ¢é zero e nao vale a desigualdade triangular.

Definicao 2.1 Considere p € L3 er >0

i) O espaco de Sitter de centro p e raio v é o conjunto
Stp,r)={z €l (x—pa—p), =r’}
ii) O espago hiperbélico de centro p e raio r é o conjunto

H(p,r) ={z €L (x —pa—p), = —r® ¢ (x—pes), >0}

H2(pr) ={z e L*: (x—p,x—p), = =" ¢ (x—p,es), <0}

3 Quatérnios

Os quatérnios H sao definidos como um espaco vetorial Ey de dimensao 4 sobre os R.
Isto é, admite uma base {eg, e1, e, e3}. Esta base satisfaz as seguintes relagoes:

2 _ 2 _ 2 _ 2 _

60 —_— 60, 61 —_— _61, 62 —_— _62, 63 —_— _63,

€0€1 = €169 = €1, €02 = €260 = €2, €pCy = €260 = €2, (1)
€162 = —€2€1 = €3, €2€3 = —€3€62 = €1, €361 = —€1€3 = €a.

Veja que se
T = ageg + ai1e1 + ases + asés, Yy = boeo + 5161 + b2€2 + 5363,
nos temos, gragas as relagdes acima que

Ty = (aobo — a1b1 — a2b2 — a3b3>60 —I— ((Iobl —+ a1b0 —|— agbg — Cl,gbg)el (2)

+(CL0[)2 + CLQbO + CL3b1 — a1b3)€2 + (a0b3 + a3b0 + a1b2 — a2b3)€3.

Com esta multiplicacdo podemos verificar que os Quatérnios sao uma algebra
associativa com unidade eg.

Para provarmos que Ey é um anel de divisao, considere x = ageqg + aieq + ases + ages,
o elemento
T = Qp€p — 161 — G262 — A3€3 (3)
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é chamado de conjugado de x. Claramente a aplicacdo que pega x e associa T em Fy é
um automorfismo, mais que isso € uma involucao em Ey, isto €,

Y =y<x.
Pela bilinearidade, esta relagdo so precisa ser verificada pelos pares formados pela base
{eo, €1, €2,e3} € isso pode ser feito usando (1.

Além disso, por e , temos

rT =Tz = (aj + a: + a3 + a3)eo. (4)

A partir disso podemos concluir que se x # 0, entdo Tx = x T (como ey) comuta com
todos os elementos de Ey. E portanto, ' = (a3 + a3+ a3+ a3) T satisfaz 'z = xa’ = ey.
De fato, podemos chamar x' por z~*.

A aplicacio x — wey de R em Ey é um homomorfismo de R no subcorpo Zy = Rey.

O subcorpo Zy = Reqg € o centro de Ey. Para vermos isso considere um elemento
T = ageg + a1€e1 + ases + ages pertencendo ao centro, entdo x deve comutar com ey, ey e
e3, escrevendo estas condicoes e usando@ obtemos que a1 = ay = az = 0. Isso demonstra
a afirmagao. Veja que
T+x= 2@060

e, como 2% — (x +T)x + Tx = 0, vemos que cada qualquer quatérnio satisfaz uma equacdo
de sequndo grau x* — ax + B =0, onde a = 2ay € B = a3 + a? + a3 + a5. Devemos nos
precaver que em Fy tal equacao, em geral, admite infinitas raizes, pois se, x satisfazé-la,
entdo cada elemento sxs~! obtido de x, por aplicar um automorfismo interno também ird
satisfazer tal equagdo. Além disso, € claro que existem infinitos s € Ey, s # 0 tal que
sxs~' # x, pois podemos escolher s & Zy.

Os nimeros reais 2ag € aj + a3 + a3 + a3 sao chamados de trago e determinante do
quatérnio x, respectivamente, e denotados por tr(z) e N(z). E claro que x — tr(z) é uma
aplicacao linear em Ey tal que

tr(z) = tr(z).

Além disso, por (2))
tr(zy) = tr(yz). (5)
Dai, temos
tr(sxs™t) = tr(z) (6)
¢ vdlido para todo quatérnio s # 0, pois x = (xs™1)s.
Também,
N(zy) = N(z)N(y) (7)
uma vez que (xy)(Ty) = vyy T, nos fornece (xy)(Ty) = (2T)(yy), jd que yy é central.
Os quatérnios x tais que T = —x (ou equivalente, tr(z) = 0) sao chamados de

quatérnios puros. Considere o hiperplano Fy de Ey gerado pelos vetores {eq, es, e3}, temos

por [0 que
SFHS_I = FH (8)



XI BIENAL DE MATEMATICA 6

para todo quatérnio s # 0. Ey é soma direta de Zy e Fyg; em outras palavras, cada
quatérnio z pode ser escrito de maneira unica da forma

1 1
2= St + 52— 3),
onde tr(z)eg = z +Z é também chamado de parte escalar de z. Se z = aey + x, onde x €

um quatérnio puro, entdo tr(z) = 2a e N(z) = o> + N(z) e 2> = —N(x)e.

Seque de que a aplicagcao (x,y) — tr(zy) = tr(yT) € simétrica e bilinear. Além
disso, como tr(zx) = N(x), ela serd positiva e nio degenerada. Portanto, temos uma
estrutura de espago euclidiano sobre Ey. Por (7)) temos

lzyll = {lI[ Iyl (9)

e, como N(eg) =1, isto nos fornece

o~ = et

FEstas observagoes nos mostram que os quatérnios com norma 1 € o subgrupo Ss(H) de
grupo EY; dos quatérnios nao nulos com a operagcio de multiplicacio. E, desde que cada
quatérnio x pode ser escrito da forma x = pz, com p = ||x| e ||z|| = 1, isto € fdcil de ver
que Efy € o produto direto de S3(H) com o grupo multiplicativo R?, .

A relacao @ mostra que se a e b sao quatérnios de norma 1, entdo a aplicacdo
x +— axb

é uma transformagdo ortogonal. O mnosso prorimo objetivo é mostrar que toda a
trasformagdao ortogonal em Ey é desta forma.

Vamos provar que qualquer isometria de R™ que fiza a origem O € o produto de reflexoes
em hiperplanos através de O, e entdo se especializam para orientacio preservando as
isometrias. Um hiperplano Fy até O é um (4 — 1)-dimensional subespaco de R, e a
reflexio em Fy € a aplicacdo linear de R* que fiza o elementos em Fy e inverte os vetores
ortogonais a Fy.

Proposicdo 3.1 Qualquer isometria de R™ que fixa O é o produto de mo mdrimo n
reflexoes em hiperplanos através de O.

Seque-s, em particular, que qualquer isometria de R que preservar a orientacdo é o
produto de 0 ou 2 reflexdes (porque o produto de um nimero impar de reflexées inverte a
orientagdo). Assim, qualquer tal isometria € uma rotag¢do sobre um eizo que passa por O.

Este teorema € ds wvezes conhecido como o teorema de Cartan-Dieudonné, depois
de um teorema mais geral provado por Cartan [1938], e generalizado mais adiante por
Dieudonné. O teorema de Cartan diz respeito a “reflexoes” em espagos com coordenadas
reais ou complexas, e Dieudonné estende-o a espacos com coordenadas em corpos finitos.

Para isso vamos provar que Fy € estdvel pela transformacao ortogonal x — sxs~! de
Ey. Para isso vamos provar
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Proposicdo 3.2 Cada rotacdo no espaco Fy, pode ser escrita da sequinte forma:

Ug © T — srs

onde s € um quatérnio nao nulo. Além disso, us = u,, se e somente se, 1 = \s onde \ é
um escalar nao nulo.

Vamos iniciar analisando a sequnda afirmacdo; observe que se sxs™' = rar—! para

cada quatérnios puros s e r, entio (r~'s)x = z(r~'s), ou r~'s comuta com todos os
quatérnios puros. Como também comuta com os elementos centrais de Zy = Rey,
necessartamente pertence ao centro.

Para provar a primeira afirmacgdao, observe primeiro que
Ugt = Ugly (10)

e, lembrando da proposicao 3.2 considere uma reflexdo em torno de um hiperplano, e
vamos mostrar que existem s € Ey tal que v = —u, onde, nos temos

v(x) :a:—2<$’a>a (11)

para todo x € Fyy e a # 0 em Ey. Agora, se y e z sio dois quatérnios puros, entdo

2(y,z)eo = (y+2y+2)—(y,y) — (22 (12)
=—((y+2)°—y"—2°) =—(yz + 2). (13)

Pela e lembrando que Ey é um anel de divisao

v(r) =2 +2(zx,a)at = —aza".

E isso prova o resultado.

Observe as formula[d e perceba que
Yz = —<y,2>+17>< Z

onde o produto X € o produto vetorial dos vetores i e Z.

Antes de ir adiante, vamos lembrar um pouco a respeito do espago euclidiano (lembre,
qualquer dois espagos com a mesma dimensdo ¢ isomorfo e, em particular, todos os
espagos tridimensionais de sao isomorfos, em particular, sao isomorfos a Ey). A primeira
parte da proposicao (3.2 nos mostra que todas as rotacoes em Ey podem ser escritas na
forma x +— sxs~!, onde s é um quatérnio com norma 1. Tendo em mente podemos
definir um homomorfismo sobrejetivo s — ug, de S3(H) em SO(3,R), cujo o nicleo € o
subgrupo {—1,1} de ordem 2 em Ss3(H). Isto significa que cada v € SO(3,R), tem uma
correspondéncia dois quatérnios +£s, de norma 1, talque us = v.

Vamos agora exibir uma forma de “selecionar” de maneira “razodavel” um destes dois
quatérnios.
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Teorema 3.1 Seja s = aey+t um quatérnio, onde t é um quatérnio puro nao nulo e o é
um escalar. Entao o eizo de rotag¢io us € a linha Doy, e o dngulo de rotagio(a orientagao
¢ escolhida observando o sumplemento ortogonal de Do, em Eyy, ), € zero se o dangulo é
reto, quando a # 0, entdo o angulo 8 > 0 tal que tg(0/2) = |t|/a.

Que Do; € o eizo de ug € consequéncia do fato que quatérnios A\t comuta com t e o
escalar, e portanto com s. Para provar que a sequnda afirmacao, considere o versor de s

onde u € o versor de t. Escolha um vetor unitario v ortogonal a uw em Fy, isto é, u-v = 0.
Entdo tomando w = u X v, o qual € igual a uv por causa que u-v =0, entio {u,v,w} €

uma base ortonormal de Fg com uv = w, vw = u, wu = v e uv = —vu. Podemos escrever
o versor de s da forma: s’ = cos ey + sen @ u, uma vez que Zy e Ey sdo ortogonais entre
si. Além disso, |u] =1 e u? = —1. Vamos verificar que uy é uma rota¢io ao redor u de
20.

Primeiro veja que o t=! = cosfeq — senu, dai

tut™! = (cos @ e + sen O u)v(cos d ey — sen O u)
= (cosfv +senfw)(cosfh ey —senfu)
= (cos? § — sen? 0)v + (sen 6 cos O + sen 6 cos O)w

= cos 20 v + sen 20 w.

O mesmo acontece para twt™—' = cos20v — sen 20w. Isto mostra que uy = us € uma
rotagdo de 20 ao redor de u que por sua vez € um multiplo de t. Como podemos escrever
s' = cosbey + senfu, seque que tg(0/2) = |t|/a e temos a identidade que envolve o

angulo.

E possivel de verificar que néo existe wm homomorfismo ¢ do grupo SO3(R) no grupo
Ss(H) tal que para cada rotagio v tenhamos u,w) = v. Expressamos este fato dizendo
que o grupo S3(H) é um recobrimento nao trivial do grupo SO3(R); este recobrimento é
denotado por Spin(3,R).

3.1 Rotacdes no R*

Antes de continuar vamos “explicar” o truque que foi usado para se estudar o0s
quatérnios.

Primeiramente € importante identificar os niumeros complexos com uma subfamilia de
matrizes 2 X 2 dada por

a

a:a—l—bie(CH@:[b

_b] , onde a,b € R.
a

Com a soma e multiplicacao de matrizes este conjunto de matrizes é isomorfo aos
nimeros complexos. Em particular, observe que os invariantes: tr(0) e det(f) sao 2a e
a® + b, respectivamente.
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Agora queremos repetir o truque considere o conjunto das matrizes 2 X 2 com entradas
complezas, por exemplo vamos determinar o grupo das matrizes que fazem o papel do
subgrupo das matrizes ortogonais O(2;R) que possuem determinante 1, chamado de grupo
ortogonal especial SO(2;R) no contexto dos complexos é chamado de grupo unitdrio
especial e é denotado por SU(2) e descrito por ser

57

Agora observe que qualquer quatérnio pode ser reescrito:

onde a e 3 € C com |af* + |5 = 1.

q = aeg + bey + ces + deg = aeg + deg + (b+ cez)e; = a+ Peg

onde « = a+di, 3 =b+ci € C, lembre-se que e} = e3 = e3 = —1.

Dai, repetindo o raciocinio que nos levou associar a cada complexo uma matriz real
2 x 2 temos
« —ﬁ]

q=a+ fey & u= [B a

Com esta associagdo, volte na discussao a respeito dos quatérnios e veja que o que foi
discutido faz muito mais sentido agora. Em particular: se |q| € Ss(H), se, e somente se,

ue SU(2).

Podemos ainda, associarmos estas matrizes, a uma subfamilia de matrizes em R* dada
por

a —d —-b c
d a —c —-b
R = b ¢ a d
—c b —-d a

Veja que det R, = (a® + b* + ¢* + d?).

Uma aplicacao linear que preserva a orientacdao tem determinante positivo, e se inverte
a orientacdo o determinante € negativo. As reflexdes sdo aplicagoes lineares que invertem
a orientagdo, entdo um produto de reflexoes preserva a orientacdo se e somente se contiver
um numero par de fatores. Definimos uma rotacao de R™ em torno de O para ser uma
isometria de preservagdo de orientacao que fixa O.

Segue da proposicao que qualquer rotagio de R* € o produto de 0, 2 ou 4 reflexdes.
O numero exato nao é tao importante — o que realmente queremos é uma maneira de
representar reflexoes por quatérnios, como trampolim para a representa¢do de rotacoes
por quatérnios.

Nao surpreendentemente, cada reflexdo é especificada pelo quatérnio ortogonal ao
hiperplano de reflexdo. Mais surpreendentemente, uma rotagdo € especificada por apenas
dois quatérnios, independentemente do numero de reflexoes necessdrias para a compor.

Teorema 3.2 Uma reflexdao do Ey = R* no hiperplano que passa através da origem e é
ortogonal a quatérnio unitdrio u é a aplicacdo que toma q e envia em —uqu.
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Vamos iniciar observando que: (a) a aplicagio q — —q inverte o sentido de ey e
mantém fixo Fy,; (b) Veja que

I—uqull = [lull lg]l {lu]l = lqll,

s

Além disso, se u € um vetor unitdrio, entio v — uuu = u. Além do mais, eju +—>
—ueouu = uuegu = egu. Da mesma forma: esu +— esu e esu — esu. Portanto, a
aplicacao inverte o sentido na direcdo equ e mantem fixro o subespaco gerado por: eju,
eati e ezu. Os vetores eju, esu e esu sao os geradores do plano perpendicular a u. O que
demonstra nosso resultado.

Proposicdo 3.3 Qualquer rotacio v do H = R* ao redor de O é uma aplicacdo da forma
q — vqw, onde v e w sao quatérnios unitdarios.

Como u € uma rotagdo, entdo existe um numero para de vetores unitdrios u,, us,
.., Uy, tais que u € o produto das reflexoes em torno dos planos perpendiculares a estes
vetores. Logo,

q > Ugp * * - UgUU1qUIUES - - - U2y

e como Os quatérnios ndo sdo comutativos, seque que devem existir quatérnios u e v
tais que a nossa rotagdo é da forma: q — uqu.

Além disso, digamos que existem u, u' e v, v’ vetores tais que q — uqu e q — u'qv’
sao iguais, entdo ||ul| = X|u'|| e ||v|| = /A |||, onde A € um escalar ndo nulo. De fato,
digamos que uqu = u'qu’, logo, u~u'q = qu'v™!, para todo quatérnio q. Se q = ey, entdo

v =u = w e w comuta com todo mundo, logo deve ser um elemento central.

A aplicagio (u,v) € S3(H) x S3(H) na rotagio ¢ — v qw € SO(4,R) é um
homomorfismo de grupo ¢ : S3(H) x S3(H) — SO(4,R)

Este homorfismo é sobrejetor, porque cada rotacio de R* pode ser expresso na forma
q — vquw™, pelo que observamos as rotagoes (v,w) nos dd a mesma rotagio (—v, —w)

Veja que se (v,w) esta mo kernel de p, se e somente se, ¢ — v lqw é o operador
identidade, dai
viw™ =1 entdo v =w.

Dai a aplicagio é de fato ¢ — vqu™', a qual sabemos que se fiza o eivo real e roda no

espaco dos imagindrios puros. Se e somente se, v =1 ou v = —1, dai o kernel de ¢ s6
pode ser dois elementos (1,1) e (—1,—1).

Logo, pelo teorema do isomorfismo temos que SO(4,R) é isomorfo a (S3(H) x

Isto ndo € o centro T de S3(H) x S3(H), uma vez que T' € o produto {1,—1} x {1, —1},
consequentemente é um subgrupo de ordem 4. Disto, SO(4,R) deve conter dois subrupos
normais G1 = p(S3(H) x {1}), Gy = ({1} x S3(H)) ambos isomorfos a S3(H), porque
(Ss(H) x {1}) N N = NN ({1} x S3(H)) = 1. Além disso, Gy N Gy = T/N, dai
Gi NGy = {-1,1}. O centro Zy(E) de SO(4,R) € de ordem 2. Também vemos que

SO(4) tem duas séries de subgrupos normais
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4 Hiperbdle

Vamos considerar em R3 as hipérboles: —x*> +y?> =1 e —2? +y?> = —1 e a forma
bilinear (x,y)1 = —x1y1 + T2y, onde x = (x1,22) e y = (y1,y2). Conidere esta forma
bilinear, pois o que queremos compreender mesmo é o RS munido da forma bilinear
(x,y)e = —x1y1 — TaYa + x3Y3, onde x = (x1,x2,23) e y = (Y1, Y2, 3).

E conhecido que nos espagos de Lorentz as funcoes trignométricas hiperbolicas tem
o mesmo papel que as fungoes trignométricas nos espagos euclidianos. Vamos iniciar
examinando a relacao de drea e o argumento do cosseno hiperbélico.

Integrando /x> — 1 de ponto 1 até b obtemos a drea da regiao vermelha (b € a distancia
de 1 até E):

b — —
drea vermelha = / i e~ VL 1112(b V)
1

Entao subtraindo a drea da regidio vermelha do triangulo reto AED (a qual é %b\/ b —-1)
nos da a drea K:

WP -T WR—T-h(b+VP—1) b+ V1)

2 2 2

K

Entao se K = %

a=1Inb+ Vb2 -1).
Agora isolando a, obtemos

e*+e?
r=0b=cosha = ———

Agora, para determinar a coordenada y, basta lembrar que cosh? a —senh?*a = 1, e lembra
que o ponto (z,y) esta sobre a hipérbole x* — y* = 1. Dai temos,

y = \/cosh’a — 1 = senh(a) = ce-°

2
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Desta maneira estabelecemos uma relacao entre a drea da regiao delimitada e o
argumento da fungdo hiperbolica. Chamaremos a regiago em vermelho de angulo.

Considere um ponto (x,y) e a imagem do mesmo pela reflexio em torno da reta y = x
que é (y,x) e sua reflexao em torno da origem que é (—y,—x). Agora € ficil de ver que

<($7 y)7 (y7 J})>1 =0= <(ZE, y)) (_y7 _x)>1'
Em particular, os vetores que estao sobre a reta y = x sao ortogonais a si mesmos.

Agora, considere os vetores u = (coshty,senhty) e v = (coshty, senhty) que estio na

hipérbole —x? + y* = —1. Para simplicar considere ainda ty > t; > 0. Entdo,
U, v
M = — cosht; coshty + senh ¢y senh ty = — cosh(ty — ¢1).
[l ][v]l:
Por outro lado, no caso, u = (coshti,senht,) esta na hipérbole —z* + > = —1 e

v = (senhty, coshty) estd na hipérbole —x* + y*> = 1. Ainda para simplificar considere
to > t1 > 0. Entao,

m = — cosh ¢y senh t5 + senh t; cosh ty = sinh(ty — t;).
U101

Considere, u e v vetores que ndo nulos e nem sdo do tipo luz. Entao, seja 6 o dngulo
formado entre eles

{woli — _coshf se w,v sdo tempo;
[zl [lv]] ’ ’

I <T’T|
< 1

uU,U

el = senhf  se  wm € vetor espago e outro € tempo.

o

=coshf  se wu,v sdo espaco;

Vi1
1

Por conta das relacoes acima podemos concluir que se u e v sao vetores nao nulos e
ambos sao do tipo espago ou do tipo tempo:

[(w, )] = ([l [[v]]s.

Vale a igualdade se u for maltiplo escalar de v. Perceba que esta desigualdade é contrdria
a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Acreditamos que isso esclareca a “geometria” do espago em questdo.
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5 Coquatérnios ou Matrizes 2 por 2

Vamos considerar o anel My das matrizes 2 x 2 sobre os nimeros R Reais. Os seus
elementos de My, chamados de matrizes, sio da forma:

[a b], com a,b,c,d € R.
c d

Com a adi¢ao termo a termo e multiplicacao por escalar tornam este conjunto um espago
vetorial Eyy, sobre os R. Uma base natural para este espago vetorial sao as matrizes

1 0] |01 0 0 (00
0 0”0 O] |1 O] |0 1|°
Mas vamos adotar outra base, a qual por causa das analogias que pretendemos
estabelecer, explicaram o motivo da escolha. Considere entdo,

1o 1o o1 o -1
=g 1T o —10®2 T 1 o’ T 1 o

Veja que esta escolha com a multiplicacao tradicional entre matrizes obtemos as sequintes
relacoes:

2 _ 2 __ 2 __ 2 __
€y = €0, €1 = €1, €5 = €2, €3 = —¢€3,
€0€1 = €160 = €1, €p€a = €260 = €2, €p€2 = €260 = €2, (14)
€162 = —€2€1 = —€3, €2€3 = —€363 = €1, €361 = —€1€3 = €3.
T
€1 €1
/ . \ / \
H My
€9 €3 €2 €3
l ! {

Nesta dlgebras que possuem unidade: ey = 1, as setas para cima ou para bairo indicam

que e? = +ey se a seta aponta para cima e e? = —ey se a seta aponta para bairo. A

i
auséncia de qualquer mencao a ey no diagrama deve ser entendida que ele é a unidade da
dalgebra.

Veja que se
T = ageg + are1 + ases + ases, y = bpeg + biey + boegy + bses,
nds temos, gracas as rela¢oes acima que

Ty = (aobo —I— a161 + CLQbQ — agbg)eo + (G,lbo —|— a0b1 — agbz —I— agbg)el (15)

+(agbo —+ CLQbQ + a3b1 — a1b3>€2 + ((Igbo + aobg -+ CLle — a1b2)63.

Com esta multiplicacdo podemos wverificar que as matrizes 2 X 2 € wma dlgebra

associativa com unidade eq. De fato, ndo precisamos verificar isso, pois sabemos que
as matrizes 2 X 2 satifazem estas propriedades.
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Vamos ver quais elementos sao invertiveis em Eyy,, considere v = ageg+ aie1 + ases +
asesz, o elemento
T = Qp€p — 161 — Q262 — A3€3 (16)

é chamado de conjugado de x. Claramente a aplicacao que pega x e associa T em Ey, €
um automorfismo, mais que isso € uma involugao em Eyy,, isto é,

TY = Y.
Pela bilinearidade, esta relagdo so precisa ser verificada pelos pares formados pela base
{eo, €1, €2, €3} e isso pode ser feito usando (14)).

Além disso, por e , temos
2

(2 2, 2
2T =Tx = (aj — aj — a3 + a3)eg. (17)

. - 52 2 9 .
A partir disso podemos concluir que se ai —a? —a3+a3 # 0, entdo Tx = T (como eg)
comuta com todos os elementos de Ey,. E portanto, ' = (a2 — a3 — a3 + a2)™'T satisfaz

v’z = xx’ = ey. De fato, nestes casos, podemos chamar =’ de x7*.

A aplicagao x — xeq de R em Ey, € um homomorfismo de R no subcorpo Zy; = Rey.
Tal subcorpo Zyr € o centro de Eyy,.

Os nimeros reais 2ag € ai — at — a3 + a3 sdo respectivamente chamados de trago e
determinante da matriz x, e denotados por tr(xz) e N(z), respectivamente. E claro que
x +— tr(z) € uma aplicacio linear em Ey, tal que

tr(z) = tr(z).

Além disso, por
tr(zy) = tr(yz). (18)

Dai, temos
tr(sws™') = tr(z) (19)

¢ vdlido para toda matriz s tal que det s # 0, pois x = (vs™1)s.

Também,
N(zy) = N(z)N(y) (20)

uma vez que (xy)(Ty) = xyyz, nos fornece (xy)(Ty) = (2T)(yy), jd que xT é central.

As matrizes x tais que T = —x (ou equivalente, tr(x) = 0) sao chamados de matrizes
puras. Considere o hiperplano Fyy, de Eyy, gerado pelos vetores {ey, es, e3}, temos por
que

sFy,st = Fy (21)

para toda matriz s com N(s) # 0. Ey, € soma direta de Zyg, € Fu,; em outras palavras,
cada matriz z pode ser escrito de maneira unica da forma
1

1
z= 5“(2)60 + 5(2 - %),

2Considere o quadrildtero convexo, com seus lados consecutivos medindo a, b, ¢ e d. Considere suas
diagonais. E seja 0 < # < 7/2 representa um dos angulos entre as diagonais. Prove que a? + ¢ = b% + d?
se, e somento se, §# = /2. Este problema foi adptado de um problema EQN de 2023.1 do PROFMAT.
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onde tr(z)eg = z + Z € também chamado de parte escalar de z. Se z = aeg + x, onde x é
uma matriz pura, entdo tr(z) =2a e N(z) = a? + N(z) e 22 = —N(x)ep.

Segque de que a aplicagao (x,y) — tr(zy) = tr(yx) € bilinear. Além disso, como
tr(zx) = N(z), ela serd nao degenerada. Portanto, temos uma forma bilinear Oz(4,R)
em Ey,. Por (20) temos

lzylly = llll; [yl (22)

e, como N(eg) =1, isto nos fornece

— —1
[==, = =l

FEstas observagoes nos mostram que as matrizes com norma 1 € o subgrupo Ss(Ms) do
grupo E};, das matrizes com norma nao nulas com a operagio de multiplicagio. E, desde
que cada matriz x pode ser escrito da forma x = pz, com p = ||z|, e ||z|l, = 1, isto € facil
de ver que M* € o produto direto de Oz(4,R) com o grupo multiplicativo R*, .

6 Espaco R3

(*Refazer todo esta secio*) Vamos estudar o espago RS munido da forma bilinear

(x,y)e = —x1y1 — Toys + T3y3, onde x = (x1,29,23) ¢y = (y1,Y2,23). Considere o
hiperboldide de duas folhas —x* — y* + 2* = 1 formado por duas superficieis H3(0,1)
e H?(0,1) e o hiperboldide de uma folha —z* — y* + 2?2 = —1 (ou espago anti-de

de Sitter) S?(0,1). Juntos estas superficies fario o papel que a esfera faz no espago
euclidiano. Nestas superficies, usando a métrica Lorentiziana, as geodésicas sdo obtidas,
por considerar as curvas obtidas pela intersecao dos planos que passam pela origem

ax + by + cz =0 com os hiperboldides (H2(0,1), H2(0,1) e S;(0,1)).

Vamos aproveitar a defini¢ao do produto (x,y)s = —x1y1 — ToYs + T3Y3, para escrever
o plano, por isso, considere o plano —ax — by + cz = 0, e suponha que a* + b* # 0,

b c
Vaz +p2 [ — a — + =0
¢ \/a2+b2x Va2 +v2 a2+ b2
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Podemos supor que a*> + 1> = 1 e ¢ € R. Isolando z e subsitituindo na equacdo do
hiperboloide obtemos

o (zcos(t)+ ysen(t))?

—z? —y? + = +1.

2
Podemos escrever esta equacio na forma u'Au = %1, onde

cos?(t) 1 cos(t) sen(t)
A= c? c?
[cos(t) sen(t) sen?(t) 1] :
c? c?

Calculando os autovaleores e autovetores obtemos —1 e 12262 sendo , (—sen(t), cos(t)),
—sen(t) cos(t)

(cos(t),sen(t)) respectivamente. Usando a matriz P = l cos(t)  sen(t)

P%P—["1 0].

] . Obtemos

0 L -1

c2
Temos 3 casos para analisar: (i) |c| > 1; (i) |c| =1 e (i) |¢| < 1.
Para (i) ambos os autovalores tem o mesmo sinal negativo. Portanto, sé faz sentido,
2
resolver —g? —y? + @esOysen®) 1 [et5 6 56 tem solugdo, interceptado por S2(0,1).

Nesta situagdo a parametrizacio adequada ¢ usando (cos(s), \/1%? sen(s))

sen(s)

Substituindo e calculando, obtemos z = o

Obtemos a parametrizacao

c c sen(s)
(\/1__62 sen(s) cos(t) — cos(s) sen(t), Wi sen(s) sen(t) + cos(s) cos(t), m)

Ao analisar (iii) percebemos que os autovalores tem sinais diferentes.

Vamos dividir a andlise em duas partes; quando intercepta em S7(0,1) e quando
intercepta H2(0,1) e H2(0,1).

Para S?(0,1), usamos a parametrizagio do hipérbole (cosh(s), ﬁsinh(s)) vemos
que a curva de intersecao do plano com S?(0,1) é dada pela sequinte expressao,

<1C_02 senh(s) cos(t) — cosh(s) sen(t), senh(s) sen(t) + cosh(s) cos(t), senh(s)) .

c
V1—c? V1-—c?

Jd a expressao para a interse¢io com Hi((),l), Precisamos usar a parametrizacao
¢ . L
(senh(s), T cosh(s)) e obtemos a sequinte parametriza¢io

( T = coshls) cos(t) = senhis) sen(t). Zr—3

V1—¢?

Jd a expressio para a intersecio com H?(0,1) usamos a mesma parametrizagio e
obtemos

cosh(s) sen(t) + senh(s) cos(t), COSh(S)) .

(16_02 cosh(s) cos(t) — senh(s) sen(t), _°c cosh(s) sen(t) + senh(s) cos(t), _COSh(S)> .

1 —¢2 V1 —¢2
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a0

Para (ii) a interse¢io é com o cone.

Em todos o0s casos precisamos impor a condicdo extra de que a* + b* # 0.

7 Rotagoes de Oy(3,R)

As transformagoes que preservam a orienta¢io em Oz(3,R) forma um grupo, denotado
por, SO5(3,R). Inicialmente vamos considerar SO5(3,R) e observe que

Proposi¢cao 7.1 Cada rotagdo no espago Fy, por matrizes puras podem ser escritos da

forma

1 1

Ug : T — STS ~ 00U Ug : T —r —8TS

dependendo de det s > 0 ou det s < 0. Além disso, us = u;, se e somente se, t = \s onde

A € um escalar nao nulo.

Vamos iniciar analisando a sequnda afirmacdo; observe que se sxs~t = s'xs'~! para

cada matriz pura s e s', entio (s's™ )z = x(s'71s), ou s~Ls comuta com todos as matrizes
puras. Como também comuta com os elementos centrais de Zy; = Rey, necessdriamente
pertence ao centro.

Para provar a primeira parte, observe que
Ugt = UglUy (23)

e, nos vamos verificar que isto € exatamente a simétria v em torno do hiperplano, para
1850 vamos provar que existe um s € E, tal que v = —u,, onde, nos temos

v(r)=x— 2(3:, a>a (24)
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para todo a € Fyy, e a invertivel. Agora, se y e z sao duas matrizes puras, entao

2(y,z)e0 =y +2,y+2) —(y,y) — (2,2) (25)
=—((y+2)°—y"—2") =—(yz + 2y). (26)

Pela nos mostra que se a € Eyy, € invertivel
v(r) =2 —2(zx,a)a"! = —aza™".
E isso prova o resultado.
Observe as formula[15 e perceba que
yz = —(y,2), T yxZ

onde o produto x é muito similar ao produto vetorial dos vetores i e Z. Vamos definir
abaizo:

i i —k
(Y1, Y2, Y3) X (21,22, 23) = | y1 Yo U3
21 R2 Z3

= (3/223 — Y3Z2,Y3%21 — Y173, Y221 — y122)-
Considere uma matriz ' com determinante nao nulo. Seu versor serd

o
§ =€y + —t,
s Is]

onde t é uma matriz pura. Seja s = (a,z,y,2) = aey + 1 € tal que (s,5), = 1 =

a’?—22—y?+2% Sela| =1, entdo —x*—y*+2% = 0 e, temos que det [_yx_ s y ; Z] =0.

As ug tem as sequintes possibilidades: Se (s,s), = 1, entio se: —a* —y* 4+ z* > 0,
2 — P+ 22 =0 e —a2? —y? + 22 < 0, diremos que u, serd eliptica, parabdlica ou
hiperbdlica, respectivamente. E no caso que (s,s), = —1 e —a* —y* + 22 < 0 diremos que
us € uma lozodromid’.

Ao normalizar s temos duas possibilidades (s, s), = £1. Suponha que (s, s), = 1.

o Se ug for eliptica, entao s = cosfeqg + senfwy, onde w; = ﬁt e tem coordenadas

2.2 2 2 _
(z1,91,21), com —x1 — yi + 21 = —1, logo wi = —1.
e wuy for parabdlica. Nesta situagdo considere s = ey — sy, onde us = 0.

o ug for hiperbolica, entdo s = coshteq+ senhtug, onde ug = ﬁt, logo u3 = 1.

o uy for lozodromica, entdo s = senht ey + coshtuy, onde uy = ﬁt, logo u3 = 1.

3Loxodromia é a curva que, & superficie da Terra, faz um angulo constante com todos os meridianos.
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Agora no caso em que (s, s), = —1, neste caso —x* —y* + z* > 0 nao pode ocorrer. O
inico caso é: —x* —y* + 2% < 0. Neste caso, |a| pode ser menor que 1, e portanto, ndo
podemos usar cosh. Agora se escrevermos s = senht ey + coshtuy, podemos determinar
uma base ortonormal {uy, vy, wa}.

A primeira parte da proposicdo nos mostra que todas as rotagoes em Fy, podem
ser escritas na forma x — sxs~t, onde s é um matriz com norma 1. Tendo em mente
podemos definir um homomorfismo sobrejetivo s — ug, de S3(Ms) em SO9(3,R), cujo o
nicleo é o subgrupo {—1,1} de ordem 2 em Ss(Ms). Isto significa que cada v € SO5(3,R),
tem uma correspondéncia duas matrizes +s, de norma 1, talque us = v.

Vamos agora exibir uma forma de “selecionar” de maneira “razodvel” uma destas
duas matrizes.

Proposicdo 7.2 Seja s = aey+t um matriz com determinante +1, onde t € uma matriz
pura e com determinante nao nulo e o € um escalar. Entdo, se definirmos a aplicacdo ug
por ser q — sqs~ 1 se dets =1 ou por g — —sqs™1 se dets = —1, em ambos os casos a
aplicacao serd uma rotagdo com eixo a linha Do;.

Que Doy € o eixo de ug € consequéncia do fato que matriz Xt comuta com t e o escalar,
e portanto com s.

Como discutimos acima podemos separar em 2 casos: (s,s), =1 e este caso podemos
dividi-lo em 3 subcasos:

No primeiro caso, considere o vetor unitdrio vy no plano perpendicular a w; e
Uy = wy Xy, 0 qual € igual a wv por causa que (uy,v1), = 0, entdo {uy, vy, w1} € uma base
ortonormal de Fyr, com uiv; = wy, vjw; = —ug, Wity = V1 € vy = —viuy. Podemos
ver que o inverso s € cosf ey — senwy. Vamos verificar que us € uma rotagdo ao redor
wy de 20. Primeiro vamos mostrar que wy € mantido fixo

1

swys = (cosf ey + sen f wy)w;(cosb ey — sen b wy)

(
(cosOw; —sen b eg)(cosf ey — sen b w)
(

—sen 6 cos ) + cos § sen 0)eg + (cos? § + sen? 0)w;

w1 .

E agora que roda ao redor de wy, no plano perpendicular gerado por uy,vy, para isso
veja que

sups~ = (cosf eg + sen 6wy )up (cosf ey — sen 6 w;)

= (cos @ uy + sen B vy)(cosf ey — sen b wy)
= (cos?§ — sen® 0)u; + (sen 0 cos O + sen 6§ cos 0)v;

= cos 20 u; + sen 20 v.

Uma conta semelhante prova que

qvlq_l = cos20v; —sen 20 u,.
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No sequndo caso vamos verificar que us “roda" ao redor de uy. Inicialmente veja que o
inverso de s € eg+auy. Precisamos de uma base ortonormal - mas ao tentarmos obter isso,
podemos determinar vy unitdrio ortogonal a uy, mas ao calcularmos wy = Uy XVy = —Us.
Além disso, outra diferenga com o triedo padrio é que u3 = 0 = w2. Com respeito a este
triedo € facil verificar que us fixa us, mas

sv95~ 1 = (eg — ag) vy (€ + )
(v 4+ awy) (ep + aus)

= (14 a)vy — 2 ws.

Por outro, lado a transformacao ug fiza obviamente wy. Uma explicacio do que esta
acontecendo seria como se esticasse tanto na direcio we que a rotacdo fica imperceptivel.

No terceiro caso, considere o vetor unitario vy no plano perpendicular a us e ws =
uzxvs, o qual € igual a uzvs por causa que (us,vs), = 0, entdo {us,vs, w3} é uma base
ortonormal de Fy;, com usvs = ws, v3wWs = Uz, W3lUg = V3 € UsV3 = —uvsuz. Podemos
escrever s da forma: s = coshTey — senhTuz. Além disso, |uz] = 1 e u3 = 1. Vamos
verificar que us € uma rotag¢do ao redor us com argumento 27. Podemos verificar que ug
fixa ug, mas antes vamos verificar que roda em torno de us no plano perpendicular vs, ws.
Para isso, veja que o inverso de s é cosh ey — senh 7 ug, dai

SUgS_l

(cosh 7 eg + senh 7 uz)vs(cosh 7 ey — senh t ug)

osh 7 v3 — senh 7 w3)(cosh 7 ey — senh 7 u3)

(c
(cosh? 7 + senh? 7)vs + (— senh 7 cosh 7 + senh 7 cosh 7)ws
c

osh 27 v3 — senh 27 ws.

swss~ " = (cosh T eq + senh 7 ug)ws(cosh t ey — senh £ us3)
= (cosh 7 w3 — senh 7 v3)(cosh 7 ey — senh 7 u3)
= (—senh 7 cosh 7 — senh 7 cosh 7)vs + (cosh® 7 + senh?® 7)w;

= —senh 27 v3 + cosh 27 ws.

No caso (s,s),. Considere o vetor unitdrio vy no plano perpendicular a us e wy =
ugXvy, 0 qual € igual a ugvy por causa que (ug,v4), = 0, entio {us,vs, w3} é uma base
ortonormal de Fh, com usvqy = Wy, VW4 = Uy, Waly = Vg € UgVy = —V4Uy. Podemos
escrever s da forma: s = senhtey — coshtuy. Além disso, |us| = 1 e ui = 1. Vamos
verificar que ug € uma rotagdo ao redor uy com argumento 2t. Podemos verificar que ug
fixa ug, mas antes vamos verificar que roda em torno de uy no plano perpendicular vy, wy.
Para isso, veja que o inverso de s é senhteg — coshtuy, dai

—suys~ ' = —(senhteq + cosh t uy)ug(senh t eg — cosh t uy)

= —(senhtuy + coshteg)(senht ey — cosht uy)

= —(senh®t — cosh® t)uy — (—senht cosht + senh t cosh t)eg
= Uy4g.
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—sv45~ ' = —(senht ey + cosh t uy)vy(senht eg — cosh t uy)
= —(senht vy — coshtwy)(senhtey — coshtuy)
= —(cosh?t + senh?t)vy — (— senht cosh t — senh t cosh t)wy
= — cosh 2t vy + senh 2t w,.

—swys~' = —(senht ey + cosht uy)wy(senhteg — cosh tuy)
= —(senhtw, — senhtv,)(senhtey — coshtuy)
— —(—senhtcosht — senht cosht)vy — (cosh®t + senh® t)w,
= senh 2t vy — cosh 2t wy.
ag+ay as — as

Agora considere s = uma matriz 2 X 2 na base {eg,e1,eq, €3} e
as +as ag— a

vamos determinar a matriz de ¢s, por avaliar ¢, em ey, es, e3. Obtemos

a’? — b+ 2 —d? —2ad — 2bc 2ac + 2bd
(0] = 2ad — 2bc a?+b—c—d? 2¢d — 2ab
2ac — 2bd —2ab — 2cd a? + b+ + d?

Podemos também caracterizar estes operadores de forma contrdaria. Isto €, dado o
operador obter o eixo de rota¢io do mesmo e o angulo de rotagao. A forma mais simples
de obter o eixo de rotacdo de A é considerar o sequinte operador

1/2(A — LA'L).

O qual serd um operador anti-simétrico, o nicleo de tal operador estard sobre o eiro de
rotagio a matriz A. Examinando a natureza do vetor que gera o eizo de rotagao (tempo,
luz e espago), jda sabemos a natureza do operador, sendo que no caso em que o vetor € do
tipo espago, precisamos ainda observar se tr(A) — 1 > 0 e neste caso A € tipo hiperbdlico
e caso tr(A) — 1 < 0 e neste caso o operador serd do tipo loxodrémico.

Examinando os autovalores temos

« Se o0s autovalores sdo complexos entdo A, entdo A serd do tipo eliptico e o Angulo
0 de rotacio serd dado pela relagio cosd = 1/2(tr(A) — 1),

o Se o0s autovalores diferentes de 1, sao reias e positivos, entao A € hiperbolica;

o Se o0s autovalores diferente de 1, forem negativos, entdo A é loxodromica;

o Se todos os autovalores forem iguais a 1, entdo A € do tipo parabélica.

Segue da generalizagio da proposicio[3.1] para espagos pseudo-euclidianos que qualquer
rotagio de Ry € o produto de 0, 2 ou 4 reflexées. O niimero exato ndo é importante —
o que realmente queremos é uma maneira de representar reflexoes por matrizes, como
trampolim para a representacao de rotacoes por M.

Nao surpreendentemente, cada reflexao € especificada pelo matriz ortogonal ao
hiperplano de reflexdo. Mais surpreendentemente, uma rotacao € especificada por apenas
duas matrizes, independentemente do numero de reflexoes necessarias para a compor.
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Proposicdo 7.3 Uma reflexio do R no hiperplano que passa através da origem e é
ortogonal a matriz unitdria u € a aplicagdo que toma q e envia em —uqu, se |lull, =1 ou
envia 0 ¢ em uqu se ||ull, = —1.

Precisamos analisar ambos 0s casos, vamos comegar admitindo que u satisfaz ||ul|, = —1.
Primeiro observe que: (b) aplicagio q — uqu inverte o sentido de eq e mantém fizo Fyy,;

(b) Veja que

luqully = [lully [|gll; [[ull, = llall,,
Além disso, se |lull, = —1 entdo u — wuu = —u. Além do mais, e;u — uetuu =
—uueiu = eyu. Da mesma forma: esu — equ e esu +— esu. Portanto, a aplicagdo

inverte o sentido na diregio egu e mantem fixo o subespaco gerado por: eju, esu e esu.
Os vetores eju, esu e ezu sao os geradores do plano perpendicular a u. O que demonstra
nosso resultado. O caso ||ul|, =1 se analisa de forma semelhante.

Proposicdo 7.4 Qualquer rotagio v do RS ao redor de O é uma aplicag¢io da forma
q — vqw, onde v e w sao matrizes unitdrias.

Como u € uma rotagdo, entdao existe um numero para de vetores unitdrios uy, us,
..., Uoy tais que u € o produto das reflexoes em torno dos planos perpendiculares a estes
vetores. Logo,

q > €Ugp - UzUUI UL ULES * * * U2p

onde € = +1 e como as matrizes nao sao comutativas, seque que devem existir uma matriz
u e v tais que a nossa rotacao é da forma: q — uqu.

Além disso, digamos que existem u, u' e v, v' vetores tais que q — uqu e q — u'qv’
sao iguais, entdo |u| = Au'| e |v| = 1/AV/|, onde A é um escalar nao nulo. De fato,
digamos que uqu = u'qu’, logo, v *u'q = qu'v™!, para toda matriz q. Se q¢ = ey, entdo

w v’ = ulu' = w ew comuta com todos os elementos, logo deve ser um elemento central.

A aplicagio (u,v) € S3(Msy) x S3(Ms) na rotagio q — vlqw € SOy(4,R) é um
homomorfismo de grupo ¢ : S3(Ms) x S3(My) — SO2(4,R)

Este homorfismo é sobrejetor, porque cada rotagio de R} pode ser expresso ma forma
q — vqw™!, pelo que observamos as rotagoes (v, w) nos dd a mesma rotacio (—v, —w).

Veja que se (v,w) esta no kernel de o, se e somente se, ¢ — v quw é o operador
identidade, dai
veow 1 =1 entdo v = w.

Dai a aplicacio é de fato ¢ — vqu™!, a qual sabemos que se fiza o eizo real e roda no

espaco das matrizes puras, se e somente se, v =1 ou v = —1, dai o kernel de ¢ so pode
ser dois elementos (1,1) e (—1,—1).
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8 Modelos Hiperbélicos

Nesta secao vou jogar um pouco de luz sobre como transferir interpretar os diversos
modelos do plano hiperbolico.

Esta segao foi fortemente inspirada na pagina [11).

Em geral, existem varias pseudoesferas — superficies com curvatura gaussiana negativa
constante. FEstas superficies que podem ser incorporadas no espaco tridimensional sob
a métrica euclidiana padrao e, portanto, podem ser transformadas em modelos fisicos
tangiveis. Destes, o tractdide (muitas vezes chamado de pseudoesfera) é o mais conhecido;
usar o tractoide como modelo do plano hiperbolico € andlogo a usar um cone ou cilindro
como modelo do plano euclidiano. No entanto, como € conhecido, ndo € possivel
identificar todo o plano hiperbolico ndo pode ser identificado com o espaco euclidiano
desta forma. Por outro lado, existem alguns modelos que sao mais convenientes para
explorar abstratamente a geometria hiperbolica.

Nesta linha, existem quatro modelos comumente usados para geometria hiperbolica:
o modelo de Klein, o modelo de disco de Poincaré, o modelo de semiplano superior
de Poincaré e o modelo de Lorentz ou hiperboldoide. FEsses modelos definem um plano
hiperbélico que satisfazem os axiomas de uma geometria hiperbolica. Apesar dos nomes, 0s
trés primeiros mencionados acima foram introduzidos como modelos de espaco hiperbolico
por Beltrami, nao por Poincaré ou Klein. Todos estes modelos sao extensiveis a mais
dimensoes.

8.1 O modelo Beltrami-Klein

O modelo Beltrami-Klein, também conhecido como modelo de disco projetivo, modelo
de disco Klein e modelo Klein, recebeu o nome de Eugenio Beltrami e Feliz Klein.

Para as duas dimensoes este modelo utiliza o interior do circulo unitdrio para o plano
hiperbolico completo, e as cordas deste circulo sao as retas hiperbolicas.

Este modelo tem a vantagem de que as retas hiperbolicas sao segmentos de retas
euclidianas, mas a desvantagem € que os dngulos sao distorcidos (o mapeamento nao
¢ conforme) e também os circulos nio sio representados como circulos.

A distancia neste modelo é metade do logaritmo da razdo cruzada, que foi introduzida
por Arthur Cayley na geometria projetiva.

8.2 O modelo do disco de Poincaré

O modelo de disco de Poincaré, também conhecido como modelo de disco conforme,
também emprega o interior do circulo unitdrio, mas as retas sao representadas por arcos
de circulos ortogonais ao circulo limite, mais os diametros do circulo limite.

Este modelo preserva angulos e, portanto, é conforme. Todas as isometrias dentro
deste modelo sao, portanto, transformagoes de Mobius.

Os circulos que estao totalmente dentro do disco permanecem circulos, embora o centro
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euclidiano do circulo esteja mais proximo do centro do disco do que o centro hiperbolico
do circulo.

Horociclos sao circulos dentro do disco que sao tangentes ao circulo limite, menos o
ponto de contato.

Hiperciclos sdo cordas abertas e arcos circulares dentro do disco que terminam no
circulo limite em dngulos ndao ortogonais./

8.3 O modelo semiplano superior de Poincaré

O modelo de meio plano de Poincaré considera metade do plano euclidiano, delimitado
por uma reta B do plano, como um modelo do plano hiperbolico. A reta B ndo estd
incluida no modelo.

O plano euclidiano pode ser considerado um plano com o sistema de coordenadas
cartesianas e o eixo x € considerado a reta B e o meio plano é a metade superior (y > 0)
deste plano.

As retas hiperbolicas sao entao semicirculos ortogonais a B ou raios perpendiculares
a B.

O comprimento de um intervalo em um raio é dado pela medida logaritmica, portanto
¢ invariante sob uma transformacao homotética

(z,y) = (Az, Ay), A>0.

Tal como o modelo do disco de Poincaré, este modelo preserva angulos e, portanto,
¢ conforme. Todas as isometrias dentro deste modelo sdo, portanto, transformacoes de
Mébius do plano.

8.4 O modelo hiperboléide

O modelo hiperboldoide ou modelo de Lorentz emprega um hiperboldoide de revolugdo
bidimensional (de duas folhas, mas usa apenas uma), este espago é embutido no espago de
Minkowski tridimensional. Este modelo é geralmente creditado a Poincaré, mas Reynolds
diz que Wilhelm Killing usou este modelo em 1885.

Este modelo tem aplicacao direta a relatividade especial, ja que o espaco 3 dimensional
de Minkowski ¢ um modelo para o espaco-tempo, no qual suprimimos uma das dimensao
espacial. Pode-se tomar o hiperboldide para representar os eventos (posi¢oes no espago-
tempo) que vdrios observadores em movimento inercial, a partir de um evento comum,
alcancarao em um tempo proprio fizo. Desta maneira, a distancia hiperbolica entre dois
pontos no hiperboldide pode entdo ser identificada com a rapidez relativa entre os dois
observadores correspondentes.

O modelo permite uma generalizagdo para uma dimensao adicional: uma geometria
hiperbolica tridimensional hiperbolica de 3 espagos relaciona-se ao espaco 4 dimensional
de Minkowski.
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8.5 O modelo hemisférico

O modelo hemisférico nao € frequentemente utilizado como modelo por si so, mas
funciona como uma ferramenta util para visualizar transformagoes entre os outros
modelos.

O modelo hemisférico usa a metade superior da esfera unitdria: x*+y?+ 2% =1, com
z > 0.

As retas hiperbdlicas sdo semicirculos ortogonais ao circulo limite do hemisfério.

O modelo hemisférico faz parte de uma esfera de Riemann, e diferentes projecoes
fornecem diferentes modelos do plano hiperbolico:

8.6 O Modelo de Gans

Em 1966, David Gans propos um modelo hiperboldide achatado na revista American
Mathematical Monthly. E wma projecio ortogrifica do modelo hiperboldide no plano xy.
Este modelo nao é tao amplamente utilizado como outros modelos, mas mesmo assim €
bastante 1util na compreensao da geometria hiperbolica.

Ao contrario dos modelos Klein ou Poincaré, este modelo utiliza todo o plano
euclidiano. Neste modelo as retas neste modelo sao os ramos de uma hipérbole.

9 C(Conexao entre os modelos

Vou explicar como fazer algumas conexodes entre estes modelos. Fstas conexoes nao
sequem a inspiracao desta se¢ao.

o Considere R3 que é o espago do R3 com a métrica de Lorentz-Minkowski, neste
espaco considere a parte superior —x? —y?> + 22 = 1, 2 > 0. As geodésicas nesta
variedade, com esta métrica sao obtidos pela intersecao da planos que passam pela
origem e a interceptam. Considere o disco de raio um, no plano z = 1. F consideram
a projecao atrdaves o ponto (0,0, —1) na parte superior do paraboléide. Esta fungao é
um bijecdo entre o disco e o paraboloide. As geodésicas da variedade sdo associadas,
pela bijecao, a arcos de circulos que estao ortogonais as bordas do disco, e/ou a
diametros do disco. FEste disco é o plano de Poincaré.

A projegio estereogrifica de através do hemisfério sul (0,0,—1) no plano z = 0
projeta pontos correspondentes no modelo de disco de Poincaré.

e Dado o disco de Poincaré, no plano z = 0 a proje¢io estereogrifica de (0,0, —1) na
superficie x* + y* + 2> = 1, 2 > 0. Leva arcos de circulo ortogonais a borda do
disco em semicirculos na esfera que sao ortogonais a borda da semicircunferéncia.
Considere a projecao estereogrifica de ¢ = (—1,0,0) no plano x = 1 projeta pontos
correspondentes no modelo semiplano de Poincaré.

o Projecio através do ponto (0,0,0) no plano z =1 em —a?> —y> + 22 =1, 2 > 0
projeta pontos correspondentes no modelo Beltrami — Klein.
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