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Introducao

O presente texto destina-se as notas de minicurso proferido na XI Bienal da Sociedade
Brasileira de Matematica. O propdsito deste texto é abordar os conceitos de Geometria
Diferencial, mais especificamente de curvas e de superficies, sob o ponto de vista inter-
disciplinar. Buscamos compreender as cupulas, de modo especial aquelas em formato
elipsoidal, e a partir disso motivar o estudo da teoria de linhas de curvatura.

Este trabalho é fruto de estudos, pesquisas e orientacao de monografias de alunos do
curso de Bacharelado Interdisciplinar em Ciéncia e Tecnologia da Universidade Federal do
Maranhao. O primeiro capitulo, em que é tracada a abordagem historica e arquitetonica
em varios periodos, teve a contribuicao da professora e arquiteta Marina Martins, a qual
colaborou na orientagao dos ja engenheiros Patrick Jesus, Deyvisson Pires e Manoele
Santos. A leitura completa deste TCC pode ser conferida em [15].

Ja no segundo capitulo, realizamos uma abordagem elementar de curvas, tanto planas
quanto espaciais. Procuramos exibir bastante exemplos, para que o estudantes acompa-
nhem os cédlculo, e vejam as ilustragoes. Caso queira, vocé pode acompanhar por um
sistema computacional, como Maple™, MatLab™ou outro de preferéncia. Mas, se o con-
tato com esta teoria for pela primeira vez, nao ha melhores amigos para a aprendizagem
que o lapis e a borracha. A referéncia principal para este capitulo é [23].

No capitulo terceiro estudamos as superficies. Do ponto de vista da aplicacao a
arquitetura, as cipulas sao consideradas superficies, por isso este capitulo precisa ser bem
estudado. Iustramos e efetuamos calculos com as formas fundamentais no caso das cascas
cilindricas, das cascas em formas de paraboldide hiperbdlico, do paraboldide eliptico e
demais superficies. Dedicamos uma se¢ao a funcao curvatura normal e as curvaturas
principais, e demonstramos a equacao diferencial das linhas de curvatura. Com uso do
software Maple™, resolvemos computacionalmente a equacao das linhas, para algumas
superficies conhecidas, bem como efetuamos o plot destas linhas. Finalizamos o capitulo
com um breve estudo das superficies regradas.

O capitulo quatro vai tratar do elipsoide de Monge, das linhas de curvatura do elip-
soide e do projeto da cipula do prédio do Parlamento Francés, no fim do século XVIII,
cuja estrutura obedecia a configuragao principal do elipsoide. E efetuada a resolugao com-
putacional da equacao diferencial das linhas de curvatura sobre um elipsoide de Monge,
e o retrato destas resolucoes.

Neste ultimo capitulo, trazemos a discussao sobre as habitagoes indigenas do alto

vil
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Xingu, cujos povos na construcao de sua habitagao coletiva, a maloca, realizam estrutura
que muito se assemelha aquela do elipsoide de Monge. Utilizamos acervos de imagens
de livros, revistas e grupos de pesquisas da FAU-USP, UFMT e UFBA. E mostrado que
existe um didlogo entre o conhecimento cientifico europeu e o conhecimento tradicional
dos povos indigenas do Xingu no que tange a cipulas elipsoidais. Apesar das culturas
absolutamentes distintas, ambos chegam aproximadamente a mesma solucao construtiva
para o problema geométrico.

Esperamos que este texto seja 1til, contribua para a aprendizagem, e traga uma nova

compreensao sobre o saber dos povos originarios.

Flausino Lucas Neves Spindola
Barretos, 21 de julho de 2024



Capitulo 1

Arquitetura e Histoéria

1.1 Civilizacao egipcia

Uma das principais civilizacoes da Antiguidade, os egipcios possuiam uma rica orga-
nizacao social e cultural, o que refletia-se na construgao. Com a crenca na vida apos a
morte, dava-se muita importancia aos locais de sepultamento, que inicialmente ocorriam
em locais de formato retilineo, e posteriormente, deram origem as piramides. Alguns
templos funerarios passaram a apresentar arcos em suas entradas principais. O apareci-
mento das estruturas com segmentos curvos como sistema estrutural caracteriza-se como
um marco na evolugao da arquitetura. Supoe-se, portanto, que o arco tenha sido criado
na Mesopotamia e no Antigo Egito, ha cerca de 6000 anos, embora tenham sido os Roma-
nos os responsaveis pela transi¢ao das estruturas retilineas helenisticas para as estruturas
curvas, divididas em arcos, abdbadas e ctipulas.

Os formatos curvos nao foram utilizados por todas as civilizagoes, a exemplo dos
Astecas, Maias e Incas, que continuaram a construir com formatos retilineos durante
séculos. As estruturas abobadadas s@o uma generalizacao do arco e surgiram pouco tempo
depois. Na Babilonia e no Egito identificaram-se exemplos de abobadas de canhao ou
abdébadas de berco, executadas sem cimbre - armacao utilizada como molde na construcao
de estruturas curvas - através da técnica de leitos inclinados.

As cupulas remetem a civilizagao Micénica e trata-se de uma construcao conhecida
como tholos. O processo construtivo dessa estrutura baseia-se no posicionamento dos
blocos de pedra de maneira desencontrada, tendo como consequéncia as fiadas em ba-
lango, configurando-se um perfil ogival, a exemplo do Tesouro de Atreu (Figura 1.1). Os

Romanos contribuiram para a evolugao dessas estruturas.

1.2 Civilizagcao Romana

A cidade romana surgiu por volta de 753 a.C. Sua formagao cultural deve-se aos gregos
e etruscos, civilizagao que transmitiu o legado dos arcos e abdbadas nas construgoes.
Apesar da importancia, o funcionamento dessas estruturas e suas vantagens demoraram

a ser compreendidas. Os romanos conseguiram atingir uma elevada maestria na execugao
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Figura 1.1: Tesouro de Atreu.

dessas obras, possibilitando a construcao de amplas estruturas com dimensoes extensas,
mais duraveis e resistentes.

Antes do surgimento do arco, as construgoes romanas eram compostas por varias
colunas de sustentagao, pois o vao entre elas era limitado pelo tamanho da travessa, e
quanto maior a viga apoiada, maior era a tensao existente sobre elas, e sendo a pedra o
material utilizado, ndao havia resisténcia as grandes tensoes. Dessa forma, os espacos de
circulacao eram reduzidos. Com o0s arcos a resisténcia aumentou, assim como o espago
de circulagao, pela ampliacao do vao entre as colunas devido a nao sobrecarga no centro

em relacao as extremidades, resultando em uma melhor distribuicao de cargas.

CHAVE

EXTRADORSO

ADLELA

ADUELA
INTRADORSD

TIMPAND ARRANOUE

IMPOSTA

-

PE DIREITD

Figura 1.2: Arco com aduelas

Destacam-se também o uso de novos materiais, de novas técnicas construtivas e a
concepgao de novos perfis de abobadas. No campo dos materiais, sobressai-se a producao
de tijolos, que comecaram a ter dimensoes normalizadas, e o aparecimento do concreto.
Os romanos utilizavam o cimbre como técnica construtiva, uma armacao de madeira como

molde para a construcao do arco ou da abdbada nas suas edificagbes monumentais.
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Em abdébadas com maiores dimensoes, usava-se outra técnica de construcao, composita,
que consistia em executar uma camada de tijolo com fungao de cimbre, que se encontraria
no interior da peca. Foi desenvolvida, além da abdbada de berco, a abébada de aresta,
que resultava da intersecao de duas abdbadas de bergo, originando arestas convexas no
intradorso, resultando no aumento dos vaos, reducao da espessura das paredes que as sus-
tentavam (pés-direitos) e, ainda possibilitando incorporar aberturas nessas paredes. Isto
deve-se ao sistema de encaminhamento das cargas, que nas abobadas de aresta, se faz
pela concentragao de tensoes nas arestas, aliviando, deste modo, as paredes laterais. No
entanto, o sistema estrutural apresentava algumas limitagoes. Adaptava-se bem a uma
base quadrada, porém nas bases de formatos retangulares exigia-se um comprimento
miltiplo da largura. Ja nas diagonais via-se a dificuldade inerente a estereotomia (corte
das pedras) que eram agravadas em abdbadas com base retangular, pois a intersecgao
de abdbadas de bergo possui vaos diferentes. O mesmo se deu em abdbadas de arestas
resultantes da interseccao de abdbadas de berco com diferentes alturas. Sendo assim,
os arquitetos comecaram a adaptar plantas retangulares multiplas de bases quadradas,

sobre as quais surgiam-se abébadas de arestas (ver Figura 1.3).

Figura 1.3: Abdbada de Bergo e Aresta.

Para suprir o problema das tensoes diagonais, fizeram a construcao das abdbadas
pelos arcos de alvenaria nestas zonas que depois seriam embebidos nas cascas. Assim
solucionou-se o problema geométrico ligado ao corte das pedras nas arestas, consequen-
temente melhorando o comportamento da estrutura. Permitiu-se reduzir e padronizar o
nivel de tensoes na casca, confirmando uma melhor transmissao dos esforcos solicitantes
a0s apoios.

Os templos tradicionais de Roma apresentavam-se em um plano mais elevado, com
uma escadaria na entrada, apresentando elementos arquitetonicos como pérticos. No
templo de Panteao foi incorporado a nova forma de construir. Feito para cultuar os
diversos deuses romanos, este templo possuia uma grande area planejada por uma planta
circular. Dessa forma, esta civilizagao também desenvolveu a ctipula. Enquanto tem-se a
abdbada como a translagao de um arco, a cipula ¢ entendida como o resultado da rotacao
de um arco em um eixo determinado. Outro exemplo é a cupula do templo de Minerva

Médica, com planta circular gracas a dificuldade de execucao de ctipulas em plantas com
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outras geometrias, limitacao superada no Império Bizantino.

1.3 Império Bizantino

Fruto do Império Romano no Oriente e da mudanca da capital do Império de Roma
para Bizancio, a maior contribuicao da cultura bizantina sob o ponto de vista estrutural,
foi o desenvolvimento da solugao que permitia a sobreposicao de cipulas em bases nao
circulares, o que introduziu elementos esféricos triangulares entre a cipula e a base. Um
exemplo é a Basilica de Santa Sofia, com cipula equilibrada sobre base quadrada, formada
por meio de quatro arcos e aplicada em duas absides, espécie de concha, que, por sua vez,
encontra-se situada sobre mais cinco absides menores.

Na cidade de Ravena é percebida outra grande estrutura que mescla arquitetura ro-
mana com elementos da cultura bizantina, a Basilica de Sao Vital, onde observa-se um
formato de base octogonal e uma cupula centralizada, com outras oito semi-ctipulas ab-

sidais em volta da principal, em forma de pétala.

Pilares R Tambor

Arcadas

Figura 1.4: Basilica de Sao Vital.

As elaboradas técnicas construtivas dos bizantinos os levaram a ser considerados mes-
tres da construcao sem o uso de cimbre, sob influéncia do conhecimento dos sistemas

construtivos de abébadas da engenharia Persa Aqueménida.

1.4 Periodo Medieval e Renascentista

Apoés a decadéncia do Império Romano deu-se o surgimento da Idade Média, caracterizando-
se como um periodo instavel politico e economicamente, fato que afetou o desenvolvimento
arquitetonico da época. O desmembramento do antigo Império Romano, que antes exe-
cutava grandes obras, acarretou no enfraquecimento da sua logistica de construcao, bem
como da inovacao e do desenvolvimento dos estudos construtivos e estruturais. Nesse
periodo a construgao nao foi vista como prioridade, voltando-se a mao-de-obra para a
guerra ou para os campos agricolas. Interrompida a atividade, ressurgiram principios e

regras na construgao romana, desenvolvendo-se a uniao de arquitetura com religiao. Esta
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teve como contribuigao as catedrais, dadas de forma sdlidas e duradouras devido a suas

alvenarias robustas e/ou contrafortes para absor¢ao das cargas de arcos e abébadas.

Este estilo romano marcou bastante a arquitetura. Haviam dois tipos de abdbadas:
as de berco e as de aresta. As primeiras eram mais simples e concebias num semicirculo,
denominado arco pleno, com a desvantagem do elevado peso do teto de alvenaria, que
provocava desabamentos. Outro fator negativo era a pouca luminosidade do ambiente,
devido as janelas estreitas, uma vez que a ampliacao desses espacos era inviavel, visto

que aumentariam as tensoes nas paredes e as chances de desabamento.

O segundo tipo de abdbada foi desenvolvido justamente por essas desvantagens supra-
citadas. A partir de uma intersecao em angulo reto de duas abébadas de berco apoiadas
sobre pilares, foi possivel obter maior leveza no teto de alvenaria e maior iluminagao. As
bases, entao, deveriam ser no formato quadrado, dividido em setores que correspondiam

a cada uma dessas abdbadas.

A arquitetura romanica é notavel na Italia, onde o conjunto mais conhecido encontra-
se na cidade de Pisa. Ele é formado por quatro grandes edificios situados em uma area
popular por Piazza Del Duomo ou Campo Dei Miracoli. As trés estruturas mais impor-
tantes sao a Igreja ou Duomo (Figura 1.5), o Batistério e o Campanario (Figura 1.7), que
assemelham-se pela presenca de arcadas sustentadas por colunatas e pela uniformidade
de material. O Batistério de Pisa encontra-se executado sobre uma planta concéntrica, e
alinhada porta a porta com a igreja. A torre é deslocada para uma das laterais do Du-
omo. A igreja apresenta formas simples e fachada com paredes triangulares sem abertura,
ressaltando sua cobertura de duas aguas, maiores que as laterais. A estética da fachada
baseia-se em quatro niveis de colunatas aplicadas sobre a arcada inferior. A estrutura
apresenta altas pilastras alcadas por grandes arcos da secao mais proxima do chao, que
tornou desnecessario o uso de paredes macicas para absorver as cargas atuantes cons-
tantes. De maneira diferente, as logias - tipos de pértico - superiores desempenham um
papel mais decorativo que estrutural. Porém as galerias de colunas diminuem a espessura

da parede externa dessa fachada, juntamente com seu peso.

O Batistério (Figura 1.6), por sua vez, possui outro sistema de sustentacao para
telhado de formato redondo, onde a cobertura acompanha o formato da estrutura, fina-
lizando com um cone, resiliente a uma série de colunas internas. O cone puxa o volume
para cima e acentua as nervuras. O Duomo possui planta em forma de cruz latina basica-
mente retangular, que posteriormente ganhou contornos mais especificos para este tipo de
implantacao. Seus transeptos possuem absides semicirculares cobertos por semi-ctupula,
semelhante a uma concha. A cupula era formada por tijolo e pedra. No Camposanto
de Pisa percebe-se uma cuipula na capela, onde as aberturas sao determinadas com arco

pleno, com volta perfeita.
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Figura 1.6: Batistério de Pisa.

Em uma fase mais avancada da Idade Média, houve o surgimento da arquitetura
gbtica, onde ocorreu a transicao do arco circular para o arco quebrado, ogival, que co-
laborou para a reducao dos impulsos horizontais dos arcos e das abdbadas, resultando
na reducgao das espessuras dos elementos que os apoiavam. A Itdlia nao teve tanta in-
fluéncia gdtica nas suas construcoes quanto outros paises da Europa, como a Franga. A
arquitetura gotica trouxe outras inovagoes como o arcobotante, em forma de meio arco;
o pinaculo, ponto mais alto da edificacdo; e os contrafortes, reforgos que permitiram a

transmissao de cargas para as fundacoes.
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Figura 1.7: Campanério de Pisa.
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Capitulo 2

Curvas Planas e Espaciais

Neste capitulo abordaremos conceitos de Curvas Planas e Espaciais, discorrendo sobre
os elementos que estruturam essas curvas , tais como vetor tangente, vetor normal, vetor
binormal e referencial de Frenet. Baseamos nosso estudo em [23] e [6]. Para melhor

entendimento do assunto, o capitulo trara exemplos de [4], [9] e [21].

2.1 Curvas no Plano

Definigao 2.1 (Curvas Planas). Seja I um subconjunto nao-vazio de R.

i) Uma curva plana é uma fungao o : I — R? denotada por a(t) = (z(t), y(t)). Aqui,
x(t) e y(t) sdo fungoes reais definidas em I, chamadas fungdes coordenadas, e t é

chamado parametro da curva.

i1) No caso em que as fung¢oes = e y sdo continuas em [ , dizemos que a curva « é

continua.

iii) Se x e y forem diferenciaveis de ordem n em I, dizemos que a é uma curva dife-

rencidvel de ordem n.

E usual chamar de curva a o conjunto imagem a(I) = {a(t);t € I} C R%, que é
intuitivamente o desenho realizado por «(t) quando variamos ¢t. Para evitar confusao,
deve-se estar atento ao contexto, de modo a ficar claro quando esta palavra for usada

para se referir a funcdo «a(t), ou ao conjunto «a(7).

Ezemplo 2.2. A curva plana «(t) = (¢,[t|), t € R é uma curva continua mas nao dife-

renciavel, pois y(t) nao é derivavel em 0 € R. (Veja Figura 2.1).

Ezemplo 2.3. Considere a curva plana a(t) = (¢,t*) com t € R. Esta curva ¢é derivdvel
de ordem n, para qualquer n € N. Ilustramos, na Figura 2.2, o conjunto a(R), também

chamado de traco da curva.
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0.84
0.64

044

Figura 2.1: ITlustragao da curva do Exemplo 2.2.

024

Figura 2.2: Tlustracao do traco de uma curva plana do Exemplo 2.3.

No caso em que uma curva plana « é diferencidvel, o vetor cujas coordenadas sdo x'(t)

e y'(t) é chamado de vetor tangente a curva em «(t), denotado por «/(t). Assim,

o(t) = (2'(1),y' (1))
a’(t) = (2"(t),y"(t))

a™ () = (2M(t),y™ (1)),

onde 2(™(t) denota a n-ésima derivada de 2 em ¢. Caso « seja infinitas vezes diferencidvel

em [, diremos que a curva « é suave.

Ezemplo 2.4. As retas em R? sao exemplos de curvas planas. De fato, considere
a : R — R? definida por:

a(t) = (xo+wv1-t,yo+vs-1t)
= (20,y0) + (v1,v2) - t
.



2.1. CURVAS NO PLANO 11

sendo P, o ponto inicial (zg, o) e U = (v1, v2) o vetor diretor. Note que o/(t) é exatamente

o vetor diretor 7.

Ezemplo 2.5. No caso da curva do Exemplo 2.3, temos que o/(t) = (1,2t), o(t) =
(0,2), e a™(t) = (0,0), Vn > 3.

Observagao 2.6. Além do vetor tangente o(t), o vetor o(t) desempenha um papel fun-
damental na teoria de curvas, sendo chamado de vetor acelera¢io da curva o no ponto
a(t). A motivagao para esses nomes vem da Mecéanica: se considerarmos a curva como a
trajetéria percorrida por uma particula, onde «(t) é a posicao da particula no instante ¢,

entao:

¢ a velocidade instantanea da particula no instante t. Como a aceleracao mede a variagao

instantanea da velocidade, temos:

won g o(t+ At) — /(1)
U= T A

E importante ressaltar que, nesta teoria, a(t) é visto como o ponto em R? de coordenadas

(x(t),y(t)), e &(t), " (t) sdo vistos como vetores partindo do ponto «(t).

Ezemplo 2.7. Considere uma particula que percorre uma trajetéria eliptica ¢ : % +y? =
1, segundo a funcao a(t) = (2cost,sint). Aqui ¢ denota o tempo em segundos e «(t) a

posicao da particula no plano cartesiano.

Veja que,
o/ (t) = (—2sint, cost) e
a'(t) = (—2cost, —sint).

Assim:

Na figura 2.3, ilustramos a posicao da particula, vetor velocidade e o vetor aceleragao no

instante t = %s.
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Figura 2.3: Trajetoria elipsoidal de uma particula, com vetor velocidade e vetor aceleragao

Ezemplo 2.8. No caso da reta a(t) = Fy + tv, temos que &/(t) = ¥, ou seja, o vetor

velocidade é constante, e portanto o (t) = 0,Vt € R.

Definigao 2.9 (Curva Regular). Dizemos que uma curva diferencidvel o : [ — R? ¢
regular se o (t) # 0,Vt € T

Ezemplo 2.10. Considere a curva dada por a(t) = (1,1), Vt € R. Ou seja, a imagem ¢
constituida apenas pelo ponto (1,1). Neste caso, o/(t) = (0,0) = 0. Este é um exemplo
de curva que nao é regular. As curvas dos Exemplos 2.3 e 2.7 sao curvas regulares, e as

retas (Exemplo 2.4) sdo regulares quando o vetor diretor ¢’ # 0.

A seguir apresentamos, no formato de defini¢dao, o conceito de comprimento de arco.
De fato este conceito pode ser deduzido a partir do calculo integral, sendo uma importante
aplicagado do estudo de integral definida nos cursos basicos de Calculo. Aqui apenas
apresentamos como defini¢ao para nao fugir ao objetivo central do texto, mas sua deducgao

pode ser encontrada em [9], vol. 2, pg. 140.

Definigao 2.11 (Comprimento de Arco). Seja o : I — R uma curva regular, e fixe

to € 1. O comprimento do arco a(ty) «(t) é dado por:

s(t) = /t o/ (7)[dr, (2.1)

onde |o/(t)| = /(«/(£))* + (¥/(£))*.
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Assim, s(t) mede a distancia percorrida por uma particula que percorre a curva de
a(ty) a a(t). Esta férmula de comprimento de arco é de grande importancia nos estudos
de curvas. Ilustramos na Figura 2.4 a parametrizacao de uma curva de t; a t e o arco

a(tyg) a(t), cujo comprimento é dado pela Equagao (2.1).

R 4 ()

[ ] a(to)

T+

Figura 2.4: A esquerda, a reta real ilustrando a parametrizacao da curva a direita, de
a(ty) a aft).

Exemplo 2.12. Vamos calcular o comprimento da pardbola a(t) = (¢,t%) com 0 < ¢t <

Pela Férmula (2.1),
1/2
s :/ | (t)|dt.
0

Como o/ (t) = (1,2t), segue que o(t) = /1 4 4¢2. Assim, devemos calcular:

N =

1/2
/ V1 +4t? dt.
0

Utilizando o método da substituicao faremos: 2t = tan(u) e portanto, 2dt = sec?(u)du.

Quando t = 0, temos que u = 0 e quando ¢t = %, temos u = arctan(l) = 7. Assim, a
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integral fica:

1/2 /4
/ VITAE dt — / I @02 dt
0 0
w/4 d
= / \/1+tan2u-se02u—u
0 2

1 w/4
= 5/ secd u du
0

Utilizando a férmula de recorréncia da secante, obtemos:

1 7T/4 t . 71'/4 1 7T/4
- / secdudu = {M] + - / secu du
2 Jo 0 4 /o

4

1 /4
= +—[ln|secu+tanu|]

4 0

Logo o comprimento do arco de parabola do ponto (0,0) a (1/2,1/4) é %.

Exemplo 2.13. Considere o circulo de raio 7: 22 +y? = r2, o qual pode ser parametrizado
por ¢(t) = (rcost, rsint) (veja Figura 2.5). Com a Férmula (2.1), podemos construir uma
funcdo que mede o comprimento da curva, partindo de (a,0), dependente do pardmetro

t. Assim, o comprimento de arco de ¢(0) a c(t) é:

(0= [ 1¢rar

d(1)] = Vr2sin? 7 + r2cos® T = r. Assim,

Como ¢(7) = (—rsinT,rcos 7), resulta que

s(t) = /0 rdr

t
= rT

0
= rt.

Portanto, s(t) = rt. Veja que, no caso de uma volta completa (¢t = 27), temos a famosa

formula do comprimento da circunferéncia C' = 27r.
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c(t)

c(0)

Figura 2.5: Circunferéncia de raio r ilustrando o comprimento de arco de ¢(0) a c(t),
conforme Exemplo 2.13.

Proposicao 2.14. Seja o : I — R uma curva diferencidavel reqular. Fize ty € I e seja

t € I um ponto arbitrdrio. Nestas condigoes,
s(t)=t—tg<= | (t)| =1, Vtel

Demonstracao: Suponha que s(t) =t — ty. Entao, s'(t) = 1. Por outro lado, usando

a derivagao sob o sinal da integral, temos que:

s(t) = [ [o/(7)ldr

to

S(t) = | (1)

Consequentemente, |/ (t)| =1, Vt € I.
Agora, suponha que |&/(t)| = 1, Vt € I. Entao o célculo da integral fica:

s(t) = /t: dr

t
= T

to
= t—t,.
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Ezemplo 2.15. Considere o circulo de raio r7: 22 +y? = r?. Se, ao invés da parametrizacao

efetuada no Exemplo 2.13, considerarmos
s . /S
a(s) = <r Cos <—> , T sin (—)) :
r r
temos que
1
ld/(s)] = ‘(—rsm (8) —, T COo8 (S)
r’ r
= \/sm —i— cos? ( )

=1

2l

Assim, o comprimento de arco partindo de (r,0) é {(s) = s.

Curvas cujo comprimento de arco se expressam na forma s(t) = t — tg recebem
o nome especial de curvas parametrizadas pelo comprimento de arco, abreviadas por
ppca. Dada uma curva diferenciavel regular, é sempre possivel reparametriza-la pelo
comprimento de arco: de fato, expresse a funcao s(¢) conforme a Equagao (2.1). Como
s'(t) = |a/(t)| > 0, Vt, segue que a fungao s é estritamente crescente e portanto inversivel.
Basta reparametrizar a curva pela fungao inversa ¢ = t(s). Veja que foi exatamente isto
que fizemos no Exemplo 2.15.

Como toda curva regular pode ser parametrizada pelo comprimento de arco, vamos
iniciar uma anédlise agora supondo que a curva a(s) é ppca. Primeiramente, podemos

notar que, se o é ppca, entao |o/(s)| =1, Vs. Dat:

() o) =1 = la'(s)a(s) = o1
= (a(s),a/(s)) + (/(s),a"(s)) = 0
= 2(a/(s),a"(s)) =0
= (d/(s),a"(s)) =0

Logo, para curvas ppca, o vetor velocidade e o vetor aceleracao sao ortogonais. Com

isso podemos falar em uma teoria local de curvas regulares ppca.

Definigao 2.16 (Vetor Tangente e Vetor Normal). Seja «a(s) = (z(s),y(s)) uma curva
regular ppca. O vetor unitdrio t(s) = o/(s) = (2/(s),y'(s)) é chamado vetor tangente e
o vetor unitario n(s) = (—y'(s),2'(s)) é chamado vetor normal a curva o em «(s). A
dupla {t(s),n(s)} forma um referencial ortonormal, chamado Referencial de Frenet ao

longo da curva «.

Ezemplo 2.17. Parametrizando o circulo de raio r: 2? 4+ y* = r? pelo comprimento de
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Figura 2.6: Tlustracao do Referencial de Frenet ao longo de uma curva plana.

arco, temos, como no Exemplo 2.15:

Assim,
t(s) = <— sin <;> , COS (;)) ,
n(s) = <— Ccos <§) , — sin (;))
Note que 1 1
7= (- (0) o) )
Ou seja, )
o"(s) = L -n(s)

De fato, para curvas ppca, como '(s) La”(s), entao o’(s) para n(s). Assim, existe

um escalar, denotado por k(s), tal que t'(s) = a”(s) = k(s)n(s).

Definigao 2.18 (Curvatura). Definimos o escalar k(s), tal que t'(s) = k(s)n(s), como a

curvatura da curva o em «(s).

Uma maneira simples de calcular a curvatura de uma curva ppca é fazendo o produto

escalar entre o’(s) e n(s). De fato, como {t(s),n(s)} é um referencial ortonormal, todo
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vetor w(s) ao longo da curva se escreve como

Isto pode ser verificado em qualquer livro de Algebra linear. Assim:
a(s) = (a(s),1(s))t(s) + (" (s), n(s))n(s)
Como (a”(s),t(s)) = 0, resulta:
a(s) = (a(s),n(s))n(s)

Consequentemente,

k(s) = (a(s),n()). (2.2)

Exemplo 2.19. Voltando ao Exemplo 2.17, verificamos que

1
t(S) = ; ) n(s),
e portanto a circunferéncia de raio r tem curvatura constante k(s) = %, Vs.
Exemplo 2.20. Considere a curva

a(t) = (e' - cost, e’ -sint), t € R,

cujo trago é uma espiral em torno da origem. Esta curva nao estda parametrizada pelo

comprimento de arco, pois:

o/ ()] = +/(et-cost — et -sint)? + (et -sint + et - cost)?
= /et [(cost —sint)? + (sint + cost)?
= ¢t \/005215 — 2sintcost + sin®t + sin?t + 2sint cost + cos? t
= 6t-\/20082t+28in2t

= V2-¢é.

Ou seja, |o/(t)] # 1, em geral. Vamos entao usar a Equagao (2.1) para encontrar um

parametro por comprimento de arco. Calculando a integral indefinida, temos:
s(t) = / /(1)) dt

= /\/E-etdt
V2. + K
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Tomando K = 0, temos

s(t):ﬁ-et@et:%@t(s):m(%>.

Assim, uma parametrizacao por comprimento de arco é dada por:

0= (e () 73 (+(3))

cos( <8)>—Sm( V2
om0 (2)) (0 (3)) o2
(o 3)) - (3) oo

Fazendo (o (s),n(s)), obtemos k(s) = .

Dai,

t(s) =
n(s) =

a’(s) =

K\D

) s 5

Mas podemos também falar em curvatura para curvas nao-ppca. Neste sentido, a
Proposigao 2.21 estabelece uma férmula para a curvatura no caso em que a curva nao

estd parametrizada pelo comprimento de arco.

Proposicgao 2.21 ( [23], pg. 46). Seja a(r) = (x(r),y(r)), r € I uma curva plana reqular

nao necessariamente parametrizada pelo comprimento de arco. Entao:

t(,r,) (x/7 y/)

YA
n(r) = (—y', @)

/$/2+y/2

I
k(r) = Y yzr

($/2 + y/2)3/2
Ezemplo 2.22. Considere a elipse a(f) = (acosf, bsinf), com a # b. Neste caso:

(—asin®,bcosh)

t0) =
(6) Va2 cos? 0 + b2sin® 0
() = (—bcosf, —asin )
Va2 cos? 0 + b2sin® 0
b
K(r) = -

(a2 cos? 0 + b2 sin® 0)3/2

Para encerrar a sessao, vamos exibir as Fquacoes de Frenet para curvas planas ppca,

que expressa os vetores t' e n’ em termos do referencial ortonormal {¢,n} ao longo da
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curva. De fato, como o referencial é ortonormal:

t'(s) = (t'(s),t(s)) - ts) + (t'(s), n(s)) - n(s)
n'(s) = (n'(s),t(s)) - 1(s) + (n'(s),n(s)) - n(s)

Ja verificamos que (t'(s),t(s)) = (a”(s),d/(s)) = 0, visto que a curva é ppca. De modo
andlogo, (n'(s),n(s)) =0.

Como {t(s),n(s)} é referencial ortonormal, derivando ambos os lados temos:

d d / /
i) () = S0 = (1(s),n(s)) + (), n'(5)

= (t(s),n'(s)) = =(t'(5),n(s))
= (n'(s),1(s)) = —k(s)

0

Assim, temos o sistema linear:

Matricialmente:
[ #(s) ] _ [ 0 k(s) ] ‘ [ t(s) ] 23)
n'(s) —k(s) 0 n(s)

2.2 Curvas no Espaco

Nesta secdo, falaremos de curvas em R?. Os conceitos envolvidos nesta seciao sao
muito similares aos conceitos da secao anterior. De fato, diferenciabilidade, continuidade,
velocidade, aceleragao, comprimento de arco sao definidos de forma analoga, com os
devidos ajustes na dimensao. O que se altera aqui é que, curvas espaciais, além de terem
curvatura, tém também tor¢ao, e ao longo da curva temos um referencial de trés vetores

ortonormais: o tangente, o normal, e o binormal.

Definigao 2.23 (Curvas Espaciais). Uma curva espacial é uma fungao o : I — R3,
denotada por «(t) = (x(t),y(t), 2(t)), onde z(t), y(t) e z(t) sdo funcoes reais definidas
em [, chamadas func¢oes coordenadas, e t é chamado parametro. Quando z, y e z sao
continuas em [ , dizemos que a curva « é continua. Se x, y e z forem diferenciaveis de

ordem n em I, dizemos que « é uma curva diferencidavel de ordem n.

Exemplo 2.24. As hélices sao exemplos de curvas espaciais. Seja a : R — R3 definida

por:

a(t) = (a-cost,b-sint,c-t)
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com a,b, ¢ constantes reais. Aplicacoes deste tipo constituem exemplos de curvas espa-
ciais diferenciaveis. No caso em que a = b = ¢ = 1, temos a hélice ilustrada na Figura
2.7.

Figura 2.7: Ilustragao da hélice do Exemplo 2.24.

De modo andlogo ao que fizemos na Secao 2.23, quando a curva for diferenciavel,

temos o vetor velocidade:

e o vetor aceleragao:

a(t) = (a-cost,b-sint,c-t)
a'(t) = (—a-sint,b-cost,c)

a’(t) = (—a-cost,—b-sint,0).
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Figura 2.8: ITlustracao do vetor velocidade e vetor aceleragao na curva do Exemplo 2.25.

A curva é regular quando |o/(t)| # 0, Vt € I e, assim como em curvas planas, no
espaco ha um conceito para comprimento de arco, o qual nao é muito diferente do que é

feito na equacao 2.1:

- [ ()

Entretanto, a diferenga é que agora |o/(¢)] = /(2/(t))2 + (v (t))% + (2'(1))>.

A sequéncia 6bvia apds tratarmos de comprimento de arco é discorrer sobre parame-
trizagao por comprimento de arco. Aqui também vale a Proposicao 2.14, considerando o

devido conceito de médulo em R3.

Exemplo 2.26. Vamos parametrizar pelo comprimento de arco a hélice:
a(t) = (cost,sint,t).
Sabemos que o vetor velocidade é dado por:
o/ (t) = (—asint, cost, 1),

cujo médulo é:
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Assim, considerando como ponto inicial ¢y = 0, temos que:

s(t) = /0 t V2dt
V2t.

S

Disso, temos a relagao ¢ = s, e assim, a curva:

NN AN AN
a(s) = | cos s |sin| s |, s

esta parametrizada pelo comprimento de arco.

Aproveitando os conhecimentos apresentados até aqui, trataremos de um referencial

ortonormal ao longo de uma curva regular ppca de R3, conhecido como Triedro de Frenet.

No caso de uma curva ppca, o vetor tangente é um vetor unitario, e é ortogonal ao

vetor aceleragdo. Definimos o vetor tangente t(s) e o vetor normal n(s) por:

Definicao 2.27. Seja o : I — R3 uma curva espacial regular parametrizada pelo com-

primento de arco. A Curvatura de o em s € I, é o niimero real

Do ponto de vista geométrico, a curvatura expressa a velocidade com que as retas
tangentes mudam de dire¢ao. Como t(s) e n(s) sdo vetores unitarios, com t(s)Ln(s),
existe um vetor ortogonal a n(s) e t(s), simultaneamente. Este vetor é chamado vetor

binormal, denotado por b(s). Este é determinado pela relagao:
b(s) =t(s) An(s).

Com isso, ao longo da curva, temos um referencial ortonormal {¢(s),n(s), b(s)}, chamado

de Triedro de Frenet. Valem as relagoes:

t'(s) = a"(s)
= k(s) n(s)

Dai
t'(s) = k(s) - n(s) (2.4)
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Como o referencial {t(s),n(s),b(s)} é ortonormal, temos que:

= (t'(s),n(s)) + (t(s),n(s)) =0
(n'(s),t(s)) = —(t'(s),n(s)
Como
{t'(s),n(s)) = (a"(s),n(s))
= (k(s)n(s),n(s))
segue que

Como (n(s),n(s)) = 1, resulta que (n'(s),n(s)) = 0. Definimos:

Definicao 2.28 (Tor¢ao). O nimero 7(s) = (n'(s),b(s)) é chamado tor¢do da curva em

S.

Com isto, temos que:
n'(s) = —k(s) - t(s) + 7(s) - b(s). (2.5)
Agora veja que:
V(s) = (0(s),1(5)) - 1(s) + (¥/(),n(s)) - n(s) + (B/(s), b(s)) - b(s).
Evidentemente (V'(s), b(s)) = 0. Como b(s) = t(s) An(s), segue que
B (s) =t'(s) An(s) + t(s) An(s).
Como #(s) //n(s), temos #'(s) An(s) = 0, dai:
(V'(s),1(s)) = (t(s) A n'(s), t(s)) = O,
pois (£(s) An/(s))Lt(s). Por fim,

(t'(s),n(s)) = =(n'(s),b(s)) = —7(s).
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Com isso,

V(s) = —7(s)-n(s) (2.6)

Das Equagoes (2.4), (2.5) e (2.6), temos o seguinte sistema de equagoes:

t'(s) = k(s) - n(s)
n'(s) = —k(s) - t(s) +7(s) - b(s) (2.7)

t'(s) 0 k(s) 0 t(s)
n'(s) | = | —k(s) 0 7(s) n(s) (2.8)
b'(s) 0 —7(s) 0 b(s)

Figura 2.9: Ilustracao do Triedro de Frenet ao longo da curva.

Exemplo 2.29. Vamos calcular o triedro de frenet, bem como curvatura e tor¢ao ao longo

AN AN
a(s) = | cos s |sin| s )L oS )

da hélice ppca:
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Temos que, o vetor tangente é:

Dali,
Assim,

b(s) = t(s) An(s)
C(VEL (VBN VE (VB v
= | gsin| 58| —cos| s |, |

Por fim, calculamos a torgao. Da Definigao 2.28, temos a férmula 7(s) = (n'(s), b(s)).

Calculando n/(s) obtemos:

n'(s) = <£sin <£s> —Qcos (ﬁs) 0)
S\ 2 2] 2 2 ")

de modo que, efetuando o produto interno de n’(s) com b(s), resulta

1
T(s) = 3
Temos, portanto, o sistema matricial:
t'(s) 0 3 0 t(s)
n'(s) | = —% 0 % n(s)
b'(s) 0 —3 0 b(s)



Capitulo 3

Superficies

Este capitulo procura abordar, de forma bastante direta e sucinta, o estudo de su-
perficies. Para o estudo profundo, com todo o rigor e demonstracoes necessarias, uma
boa indicagao é o classico [6]. Como o interesse é partir para a compreensao das curvatu-
ras principais e da equagao diferencial das linhas de curvatura (objeto deste minicurso),
detalhes da teoria nao sao tratados e certos teoremas sao enunciados sem demonstracoes,
mas com a devida indicacao de onde encontra-las.

Procura-se realizar muitos exemplos, apresentando principalmente os calculos dos co-
eficientes da primeira e segunda formas fundamentais para superficies conhecidas. Consi-
deramos extramemente importante que o estudante realize estes cdlculos, principalmente
com lapis e papel em um primeiro momento, a fim de que a aprendizagem se consolide.
Visualizar com o auxilio de um software computacional estas superficies pode ajudar
muito na compreensao.

Este capitulo ¢ finalizado com a resolugao computacional da equacao diferencial das li-
nhas de curvatura para algumas superficies, bem como o grafico da solucao, e um pequeno

escrito sobre superficies regradas.

3.1 Superficie Parametrizada Regular

Primordialmente, é necessario entender no que consiste uma superficie regular. Intui-
tivamente, entendemos uma superficie como tomando pedacos do plano, deformando e
rearranjando-os de maneira que nao formem pontas ou arestas, de modo exista um plano

tangente a superficie em cada ponto.

Definigao 3.1 ( [23], pg. 109). Uma superficie parametrizada regular, ou simplesmente

superficie ¢ uma aplicacao X : U C R? — R3, sendo & um aberto de R? tal que:
a) X ¢ diferencidvel de classe C*.
b) Para todo ¢ = (u,v) € U, a diferencial de X em q, DX, : R*? — R? ¢ injetora;

Na Definigao 3.1, u e v sdo chamados de parametros da superficie e a imagem X (i)
de traco da superficie. Uma superficie parametrizada deixa de ser regular caso apresente

pontos de singularidades, isto é, pontos ¢ tais que DX, é nao injetora.

27
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Consideramos, portanto, aplicagoes do tipo:

X(“? U) = (m(u, U)7 y(ua U), Z(“? U))7

de duas variaveis reais, de maneira que as componentes u e v variam em um aberto
U C R~
Para verificar se uma superficie parametrizada é regular no ponto (ug, vg) basta de-

terminar uma das seguintes condicoes equivalentes:
i) os vetores X, (ug,vg) e X, (ug,vg) devem ser linearmente independentes;
i1) e o produto vetorial entre eles deve ser diferente de zero.

Ezxemplo 3.2. Seja uma superficie parametrizada por
X(u,v) = (asinvcosu,asinvsinu,acosv),

onde d =R x (0,7) = {(u,v) e R*u € R el <v <7} Podemos demonstrar que essa
superficie é regular pela Defini¢ao 3.1 (Veja Figura 3.1).

Scanned by CamScanner

Figura 3.1: Ilustracao da curva do Exemplo 3.1.

Primeiramente, deve-se determinar as derivadas com relagao a u e com relagao a v.
Assim, temos:

X, = (—asinvsinu, asin v cos u, 0)

X, = (acosvcosu,acosvsinu, —asinv).
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Consequentemente:
X A X, = (—a®sin® v cos u, —a® sin® vsinu, —a*sin v - cos v)

2

o qual nunca se anula em U, pois | X, A X,| = a* - sinv. Apresentamos, neste exemplo,

uma parametrizacao regular da esfera de raio a.

3.2 Plano Tangente e Vetor Normal

Definigao 3.3. Seja X (u,v) uma parametrizagao da superficie regular M, dizemos que
um vetor v de R® é um vetor tangente a superficie em p = X (ug, vg) se existir uma curva

v contida em X, com y(tg) = p e 7' (ty) = v. Veja Figura (3.2).

M

Figura 3.2: Representagao Vetor Tangente a superficie

O conjunto de vetores tangentes a M em um ponto p = X (ug,vg) coincide com
o subespago vetorial em R? gerado pelos vetores X, (ug,vg) € X,(ugp,v9). Como estes
vetores sao linearmente independentes, o espaco tangente a S tem dimensao 2. Assim,
temos um plano chamado plano tangente. Denotamos o plano tangente a superficie em p
por T,M.

X2
L% N
S5 \\\\\
(254
SZALFA \\
£
2825224 N e,
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Figura 3.3: Plano Tangente ao paraboldide hiperbdlico z = zy, na origem (0,0, 0)

Em cada ponto da superficie parametrizada regular, fica definido o vetor normal

XuNX,

N=_*""°%
| Xy A X

(3.1)
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onde por abreviagdo omitimos a coordenada (u,v).

3.3 Primeira e Segunda Formas Fundamentais

A Primeira Forma Fundamental da superficie M no ponto p é uma aplicagao:

I,: T,M — R

w — (w, w)

Seja w € T,M. Entao w = +/(t), onde vy(t) = X(u(t),v(t)). Assim, pela regra da
cadeia:

w=1u'(t) X, +0'(t) X,

Fazendo a = u/(t) e b = v/(t), podemos escrever w = a - Xu+b- Xv e assim:

I(w) = (aXu+bXv,aXu+bXv)
(w) = a®(Xu, Xu) + 2ab{(Xu, Xv) + b* (Xu, Xu)

Fazendo:
<XU7Xu> = E; <XU7X’U> = F; <Xv7Xv> =G.

Temos:
L(w) = a®E + 2abF + b°G.

Diremos que uma superficie regular é orientavel se ela admite um campo diferenciavel
de vetores normais unitarios definido em toda a superficie; a escolha de um tal campo N

¢ chamada uma orientacao de M.

Definigao 3.4. Seja M C R3 uma superficie com uma orientacao N. A aplicacao N :

M — R3 toma seus valores na esfera unitéria,
§* = {(z,y,2) € R%a® + 3 +2° = 1}
A aplicacao N : M — S?, assim definida, é chamada a aplicacao de Gauss de M.

A Segunda Forma Quadratica tem relacao aos estudos de engenheiros civis quanto
a relacao da construcao de estruturas em cascas e a distribuicao de esforcos porque é
relacionada ao estudo de curvaturas de curvas da superficie.

Seja p = X(ug,v9). Dado w € TpM, tome o : (—e,¢) — M tal que, a(0) =
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p,a/(0) = w. Tem-se:

I1,:T,M — R
w — (a"(0), N (ug, v9))

Assim, sendo:
o (t) = u'(t) - Xu(u(t), v(t)) + v'(2) - Xo(ult), v(t))

pela regra da cadeia, temos:
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Denotando u/(0) = a, v'(0) = b e lembrando que X, LN e X, LN, efetuamos o produto

interno e obtemos:

Ip(w) = (a"(0), N(uo,vo))
= a® (Xuu, N) (ug, vo) + 2ab (Xuv, N) (ug, vo) + b* (Xvv, N) (ug, vo)

Fazendo:

(Xuu, Ny = e
(Xuv,N) = f
(Xvv,N) =

Tem-se a equagao que define a Segunda Forma Quadrética:

ILw)=a*-e+2-a-b-f+b-g

e, f, g sao denominados os coeficientes da segunda forma fundamental.

Exemplo 3.5. Considere o helicéide parametrizado por:
X(u,v) = (ucosv,usinv,v).
Efetuamos os calculos e verificamos que:

Xy = (coswv,sinv,0)

X, = (—usinv,ucosv,1).

Assim,

Xy A X, = (sinv, — cosv, u)
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Figura 3.4: Tlustracao do Helicéide

e entao

| Xy A Xy = V14 u?,

o qual nunca se anula. Logo, o helicdide é uma superficie parametrizada regular. Vamos

calcular os coeficientes da primeira forma fundamental:

E = (X, X.)
=1
F = (X, X,)
=0
G = (X,,X,)
= 1+
Assim, a primeira forma fundamental calculada em um vetor tangente w = (a,b) a

superficie no ponto p = X (u,v) é:
L(w) = a* + (1 +u?) - b
Calculemos agora os coeficientes da segunda forma fundamental. Para tal, calculamos

primeiramente o vetor normal unitario:

(sinwv, — cos v, u)

N —
V14 u?
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E computamos:

Xoww = (0,0,0)
Xuw = (—sinv,cosv,0)

Xy = (—ucosv,—usinv,0)

Efetuando o produto interno, temos:

e = (Xu,N)
~ 0
f = <XuU7N>
1

Assim, a segunda forma fundamental calculada em um vetor tangente w = (a,b) a su-

perficie no ponto p = X (u,v) é:

3.4 Curvatura Normal e Curvaturas Principais

Definigao 3.6. Seja X (u, v) uma parametrizagao da superficie regular M e p = X (ug, vg) €
M. A funcdo curvatura normal em p é uma aplicacao k, : T,M — {0} — R que, para

cada vetor w € T, M nao nulo, associa o nimero:

ou seja,

a’®-e+2ab-f+0%-¢g

Fn(w) = a?-E+2ab-F+b-G

(3.2)
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Veja que, como a aplicacao primeira forma e segunda forma sao quadraticas, temos:

k(M) = —]Iip((;;”;
(Aa)? - e+ 2(Xa)(Ab) - f+ (AD)? - g
Qa2 -E 1 20a)(Mb) - F + (A2 -G
NI (w)
Ay (w)
11,(w)

Assim, podemos falar em curvatura normal na direcao de w, e mais ainda, podemos
considerar a aplicacao curvatura normal restrita ao circulo unitéario S; de T,,M.

Dado um vetor unitério w em T,M, seja a : I — S uma curva na superficie de
modo que a(0) = p e &/(0) = w. Como curva espacial, esta curva é ppca e possui vetor
aceleragao a”(0), vetor normal n(0) e curvatura k de modo que o”(0) = k(0)-n(0). Ja do
ponto de vista como uma curva dentro da superficie, podemos considerar o vetor normal a
superficie restrito a curva «, de modo que N(p) = (N oa)(0). Veja que, como [,(w) = 1,

temos que:

kn(w) = 1lp(w)

Com isso, obtemos uma relagao importante entre a curvatura normal e a curvatura da
curva. Omitindo o numero 0 para simplificacao, e com cautela para evitar confusao,

temos:

k,=k-cosf

onde § = Z(n, N), ou seja, o angulo entre o vetor normal & curva como curva espacial e

o vetor normal a superficie.

Proposicao 3.7 ( [6], pg.167). Todas as curvas de uma superficie M que tém, em um

ponto p € M, a mesma reta tangente tém, nesse ponto, a mesma curvatura normal.

A fungao curvatura normal, restrita a esfera unitaria, é uma fungao diferenciavel (e
consequentemente continua) definida em um conjunto compacto. Logo admite maximo e
minimo. Esses maximos e minimos sao chamados de curvaturas principais, e as diregoes
em que eles ocorrem sao chamadas de direcoes principais. Estas sao as direcoes em que a

superficie se curva extremamente em determinado ponto. Enunciaremos uma proposicao,
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Figura 3.5: Ilustragao do angulo formado entre o vetor normal a curva e o vetor normal
a superficie

que garante que, além de existirem essas diregoes, elas sao ortogonais.

Proposicao 3.8 ( [23], pg. 161). Sejam X (u,v) uma superficie parametrizada regular e
k. a fungao curvatura normal de M em p = (ug,vo). Entao, existem vetores unitdrios e
ortogonais wy,wy € T,M tais que, ky = ky(w1) e ko = k,(w2) sdo os valores minimo e

mdzrimo da funcdao k,. Além disso wy Lw,.

Demonstracao: Considere a funcao:

a’?-e+2ab- f+b>-g
a?-E+2ab-F+0b*-G

K (w)

Caso ela seja constante em T,M — {(0,0)}, quaisquer pares de vetores ortogonais satis-

fazem a condicao da proposi¢ao. Suponha que nao seja constante.

Esta funcao ¢ diferencidvel e, restrita ao circulo unitério de 7,,M, pelo teorema de
Bolzano-Weierstrass, admite valor méximo e valor minimo. Seja w; = (ay,b1) e wy =

as, by) vetores de T,M tais que
( ) ) p q
kn(wl) = k’l ] kn(wg) = k’g

os valores minimo e maximo, respectivamente, desta fungao. Assim:

a?-e+2a1by - f+b-g
G%E+2a1b1F+b%G

]ﬁ:

o que implica:
a%(e — Ek’l) + 2(11b1(f - Fk’l) + b2(g - Gk’l) =0
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Como w; é ponto de 6timo da fungao, ao derivar com relagdo a a, obtemos, em (a, by):
aj(e — Eky) +bi(f — Fky) =0 (3.3)
e, derivando com relagao a b, obtemos no ponto (ay, b):
a1(f — Fky) 4+ bi1(g — Gk1) = 0. (3.4)
De modo andlogo, no ponto étimo wy = (asg, be), temos

as(e — Bky) + bo(f — Fky) = 0 (3.5)

Supondo ay, as, by, by todos nao-nulos, fazemos a Equagao (3.5) multiplicada por a; menos

a Equagao (3.3) multiplicada por as e obtemos:
(IlagE(k’l — k’g) + albg(f — Fk‘g) — (Igbl(f — Fk’l) =0 (37)

Agora, fazemos a Equacao (3.6) multiplicada por b; menos a Equacao (3.4) multiplicada

por by e obtemos:
b1boG(k1 — ko) + asbi(f — Fko) — arbe(f — Fk1) =0 (3.8)
Somamos, entao, Equagao (3.7) com Equagao (3.8), e temos:
(k1 — k2)(a1a2E 4+ a1bo ' + ashy F + b1boyG) = 0 (3.9)
Como ki # ks, segue que:
arasFE + a1boF' + asbi F 4+ bibsG = 0

que se trata do produto escalar (wy,ws). O caso em que algum a; ou algum b; for
igual a zero segue de modo andlogo. Caso w; ou ws nao sejam vetores unitarios, basta
normaliza-los e obtemos os vetores unitarios desejados. [

Ha um tipo especial de curva ao longo de uma superficie, que sao aquelas curvas que,
em cada ponto, sao tangentes a uma direcao principal. Estas curvas recebem o nome de

linhas de curvatura, conforme enuncia a préxima definigao.

Definicao 3.9. Se uma curva regular e conexa C' em M é tal que para todo p € C' a
reta tangente a C' é uma direcao principal em p, entao dizemos que C' é uma linha de

curvatura de M.
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Em [6], pg. 171, é enunciada uma condigao necessdria e suficiente para que uma curva
conexa e regular C' em M seja uma linha de curvatura de M. Esta condi¢ao, chamada

de Teorema de Olinde-Rodriguez, é que:

Para qualquer parametrizacao a(t) de C, onde N(t) = N o a(t) e A(t) é uma funcao

diferencidvel de ¢t. Nesse caso —A(t) é a curvatura (principal) segundo o’(t).

Definicao 3.10. Definimos a Curvatura Gaussiana da superficie M em p como o produto

das curvaturas principais em p

K(p) = ki(p) - k2(p)
e a Curvatura Média de M em p como a média aritmética entre as curvaturas principais.

ki(p) + k2(p) .

H(p) = 5

Em termos simples, podemos escrever
K=k ky e H=3(ki+ko)
e observamos que k; e ko sao raizes da equacao:
v —2Hx + K = 0.
Proposicgao 3.11 ( [23], pg. 166). Seja X (u,v) uma parametrizagao da superficie reqular

M epe M. Entao
1 eG—-2fF+ Eg

Hw) =35 —Fq -
eg — f*
ko =g

Exemplo 3.12. Considere uma casca cilindrica, parametrizada por:
X(u,v) = (cosu,sinu,v).
Efetuamos os calculos e verificamos que:

X, = (—cosu,sinu,0)

X, = (0,0,1).

Assim,
Xu N X, = (cosu,sinu,0)
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Figura 3.6: ITlustracao de uma casca cilindrica

e entao

|1 Xy A Xy =1,

o qual nunca se anula. Logo, a casca cilindrica é uma superficie parametrizada regular.

Vamos calcular os coeficientes da primeira forma fundamental:

E = (X, Xu)
=1

F = (X, X,
=0

G = (X,,X,)
=1

Calculemos agora os coeficientes da segunda forma fundamental. Para tal, calculamos

primeiramente o vetor normal unitario:

N = (cosu,sinu,0)
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E computamos:

Efetuando o produto interno, temos:

Assim,

(— cosu, —sinu, 0)
(0,0,0)
(0,0,0)

= (Xuu, N)

= (X, N)

1
H=--
2

. Logo, trata-se de uma casca com curvatura Gaussiana nula.
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FExemplo 3.13. Considere uma casca em formato de paraboldide hiperbdlico, parametri-

zada por:

X(u,v) = (u,v,u-v).

Efetuamos os calculos e verificamos que:

Assim,

e entao

Xy
Xy

XuNXy = (—v,—u,1)

| Xu A Xy = V14 u? + 02,

o qual nunca se anula. Logo, a casca cilindrica é uma superficie parametrizada regular.



40 CAPITULO 3. SUPERFICIES

Figura 3.7: Tlustracao de um paraboldide hiperbélico

Vamos calcular os coeficientes da primeira forma fundamental:

E = (X, X,
= 1+

F = (X, Xy
= uv

G = (X,,X,)
= 1+u?

Calculemos agora os coeficientes da segunda forma fundamental. Para tal, calculamos

primeiramente o vetor normal unitario:

1

N=e——o (o,
V14 u? +0? (

—u, 1)

E computamos:

qu = (07 07 O)
Xw = (0,0,1)
X, = (0,0,0)
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Efetuando o produto interno, temos:

e = (Xu,N)

f - <Xuv7N>
1

V14 u? + 02

g = <va7 N>
=0
Assim,
B 1
I+ w022
e

uv

H=—
(14 u? 4 v?)3/2

. Logo, trata-se de uma casca com curvatura Gaussiana negativa.

Exemplo 3.14. Considere uma casca em formato elipsoidal, parametrizada por:

X (u,v) = (2sinv cosu, 2 sin v sin u, cosv).

Efetuamos os calculos e verificamos que:

X, = (—2sinvsinu,2sinvcosu,0)
X, = (2cosvcosu,2cosvsinu,—sinwv).
Assim,
o .9 ) . .
Xu N X, = —(2sin” v cosu, 2sin” vsinu, 2sin(2v))
e entao

Xy A Xyl =24/(1+3-cos?v) -sin®v
| 7

41

o qual nunca se anula somente nos polos, que sao pontos isolados. Logo, a casca cilindrica

é uma superficie parametrizada regular. Vamos calcular os coeficientes da primeira forma

fundamental:

E = (X, X.)

= 4sin’v
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Figura 3.8: Ilustracao de uma casca elipsoidal

F = (X, X,
=0

G = (X,,X,)
= 3cos?v+1

Calculemos agora os coeficientes da segunda forma fundamental. Para tal, calculamos
primeiramente o vetor normal unitario:
1

N = _\/(1 : ) - - (sin? v cos u, sin® v sin u, sin(2v))
+ 3-cos?v) - sin“v

E computamos:

Xuw = (—2sinvcosu, —2sinvsinu,0)

<
Il

w (—2sinu cos v, 2 cosu cos v, 0)

>
I

. (—2sinw cos u, —2sin v sin u, — cos v)



3.4. CURVATURA NORMAL E CURVATURAS PRINCIPAIS

Efetuando o produto interno, temos:

e = (Xuu, N)

sin?v

9o -
V3cos?v +1

[ = (Xuw,N)

=0

g = <anN>
2sinv

V(1 +3-cos?v) -sin’v

Assim,
1

K=—
(3cos?v + 1)%’

H—l 3cos’v+5
"4 (3cos?u 4 1)3/2

. Logo, trata-se de uma casca com curvatura Gaussiana positiva.
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Definicao 3.15. Seja X : U C R?> — R?® uma superficie parametrizada regular M.

Dizemos que um ponto p € M é um ponto umbilico da superficie M se as curvaturas

principais de M em p coincidem. Consequentemente, a curvatura normal em qualquer

direcao é constante.

Ezemplo 3.16. Considere uma esfera de parametrizacao
X (u,v) = (2sinv cosu, 2sin vsin u, 2 cosv)

com 0 <v<mel<u<2r (ver Figura 3.9).

Figura 3.9: Tlustragao de uma esfera

Vamos verificar que em uma esfera todos os pontos sao umbilicos e todas as curvas
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sao principais. Computamos:

Xu = (—2sinvsinu,2sinvcosu, )

Xv = (2cosvcosu,2cosvsinu, —2sinv)
Xuu = (—2sinvcosu, —2sinvsinu,0)
Xuv = (—2coswvsinu,?2cosvcosu,0)
Xvv = (—2sinvcosu, —2sinvsinu, —2cosv)

Apos obter as derivadas, continuaremos agora em busca do vetor normal. Denotemos

por:

n = (Xu, Xv)

n = —(4sin’vcosu,4sin?vsinu,2sin(2v))
In|| = \/(4 sin? v cos u)? + (4 sin® v sinu)? + (2sin(2v))?2
In|| = 4-sinv

Assim, o normal unitdrio a superficie é:

N o
[l

= — (sinwvcosu, sin v sin u, cos v)

Calculemos os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais:

E = 4sin*v
F =0
G =4
e = 2sin*v
f =20
g = 2
Temos também que .
=g
e
-
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e portanto a esfera é uma superficie com curvatura gaussiana constante positiva, e também
de curvatura média positiva constante.
A partir da Equacao (3.3), temos que, tomando uma diregao w = (a,b) no plano

tangente a superficie em um ponto fixado:
kn(w) = 3

Portanto, a curvatura normal é constante em todos os pontos da esfera. Logo, k1 = k2

em todos os pontos. Segue-se entao que todos pontos em uma esfera sao umbilicos.

3.5 Equacao Diferencial das Linhas de Curvatura

Vamos tratar nesta secao da equacao diferencial que governa as linhas de curvatura

de uma superficie. Enunciamos a seguir a proposicao que define tal equacao diferencial.

Proposicao 3.17. Seja a(t) = X(u(t),v(t)), t € I C R, uma curva regular de uma
superficie parametrizada reqular M. FEntao o« é uma linha de curvatura de M se, e

somente se, u(t) e v(t) satisfazem:

E F G |=0. (3.10)

Demonstracao: Seja «(t) uma curva na superficie de modo que «(0) = p. Para que
w = (a,b) = (¢/(0),v'(0)) seja uma diregao principal, é necessario e suficiente que este

seja ponto 6timo da funcgao

a*> E+2ab-F+V-G
a’?-e+2ab-f+b%-g

kn(a,b) =

Calculando as derivadas parciais com relacao a a e b, temos que

ok, B 2b- o _0
da  (a’E +2abF +b2G)2

ok, 2a -0

= =0
ob  (a®’E 4+ 2abF + b2G)?

Como a e b nao podem ser simultaneamente nulos, segue que a direcao ¢é principal se, e
somente se:
0= (Fg—Gf)b*+ (Eg—Ge)ab+ (Ef — Fe)a®> =0

e portanto

(Fg— Gf)v'(0)* + (Eg — Ge) v/ (0)'(0) + (Ef — Fe)u/'(0)* = 0.
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O caminho «(t) tem todos seus vetores tangentes como diregdo principal se, em cada

ponto «a(t), ocorrer:

(Fg—Gf)v'(t)" + (Eg — Ge) ' (t)v'(t) + (Ef — Fe)u'(t)* = 0.

de onde segue a equacao diferencial. [
E interessante observar que, se escrevermos u'(t) = 4o v/(t) = %, temos a seguinte
exXpressao:
dv® du dv du®
F Gf)— E Ge) —— + (F F =0.
(Fg—GN) % 4 (g~ Ge) O 4 (i — pe) %

Considerando a expressao em 1-forma, fica:
(Fg—Gf)dv® + (Eg — Ge)du-dv + (Ef — Fe)du® = 0.

Lembrando que os coeficientes da primeira e segunda forma estao em fungao de (u,v), e
considerando localmente v = v(u), obtemos [8]:

2

(Fg—GP) 5 +(Bg—Ge) &

o+ (Bf — Fe) =0, (3.11)

Vamos denotar:

Denotando por A = fl—z, a equacao diferencial das linhas de curvatura tem a expressao

quadratica:

L(u,v) - A2+ M(u,v) - A+ N(u,v) =0 (3.12)

A seguir, ilustramos, considerando o dominio I/ da parametrizacao local da superficie, as
solugoes da equacao diferencial das linhas de curvatura para algumas superficies conhe-

cidas:

Ezemplo 3.18. No caso da casca em formato de paraboldide hiperbdlico (ver Figura 3.7):

X(u,v) = (u,v,u-v)
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temos que a equacao diferencial das linhas de curvatura é:

/ 1402
v'(u) = 4/ T (3.13)

A Equagao (3.13) tem por solugao duas familias ortogonais de curvas, descritas na forma

implicita por:

Soll : arcsinh (v) + 1/2 In (v* + 1) — In (\/v2 +1u++/(u2 + 1) (02 + 1)) =C

Sol2 : arcsinh (v) — 1/2 In (v* + 1) + In (\/v2 +1u++/(u2 + 1) (02 + 1)) =C

[lustramos abaixo o retrato de fase da equacao:

Figura 3.10: Linhas de Curvatura do Paraboldide Hiperbdlico
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Exemplo 3.19. No caso da casca em formato de paraboléide eliptico:

X(u,v) = (u,v,u® + v?)

Figura 3.11: Ilustracao do Paraboléide Eliptico

A equacao diferencial das linhas de curvatura se resume a:

que tem por solugao duas familias ortogonais de curvas, a saber:

Soll: v=C-u

Sol2: u?+v2=C

[lustramos o retrato de fase:



3.6. SUPERFICIE REGRADA 49
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Figura 3.12: Linhas de Curvatura do Paraboldide Eliptico

3.6 Superficie Regrada

Superficies regradas consistem em superficies parametrizadas de grande interesse em
areas como: Computacao Grafica, Desenho e Engenharia. E entendido por superficie
regrada aquela formada por uma reta que se move ao longe de uma determinada curva
a.

Uma familia a um-parametro de retas {«/(t), w(t)} é uma correspondéncia que associa
a cada t € I um ponto a(t) € R? e um vetor w(t) € R3, w(t) # 0, tais que ambos «(t)
e w(t) sejam diferencidveis em t. Para cada t € I, a reta L; passando por «a(t) e gerada
por w(t) é chamada a reta da familia em ¢. [6]

Counsidere:
X(t,v) = at) + vw(t)

Sendo «(t) uma curva regular e w(t) um vetor. Chamamos esta de superficie regrada
gerada pela familia {«(t), w(t)}. As retas L; sdo chamadas geratrizes, e a curva a(t) é

chamada de diretriz da superficie parametrizada. [6]

Ezemplo 3.20. Um cilindro é uma superficie regrada. De fato, considere: a(t) = (cost,sint,0)

e w(t) = (0,0,1). Temos assim a superficie
X(t,v) = (cost,sint, v)

com 0 <t < 27 e v € R consiste num cilindro reto. Caso w(t) = (1,1,1), temos um

cilindro obliquo.

Ezemplo 3.21. Considere a(t) = (0,0, 1) ew(t) = (cost,sint,0)—(0,0,1) = (cost,sint, —1).
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Temos assim a superficie parametrizada:
X(t,v) = (veost,vsint,1 — v)

cujo traco é o cone: Note que

Figura 3.13: Ilustracao do Cone
X; = (—wvsint,vcost,0)

X, = (cost,sint, —1).

Assim,
1X: A Xl = V2 ol

e portanto a superficie é regular em todos os pontos, menos o vértice (0,0, 1).

Ezemplo 3.22. Considere a(t) = (¢,0,0) e w(t) = (01—12 Temos a superficie regrada:

v vt
X(t,v) = |t , .
(t:v) ( V142 \/1+t2)

Veja que a terceira coordenada é o multiplo das duas primeiras, e portanto esta é uma

parametrizacao do paraboléide hiperbdlico z = xy (ver Figura 3.14)

Considere uma superficie regrada nao-cilindrica, ou seja, |w'(t)| # 0, ou que w'(t) = 0
ocorra apenas em pontos isolados. Suponha ainda que |w(t) = 1| =< w(t),w(t) >=
1 =<w(t),w'(t) >=0.

Compreende-se que a geratriz é de suma importancia, mas se faz necessario a utilizagao

de um termo que independa da escolha de uma geratriz. Tentemos encontrar uma curva
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Figura 3.14: Paraboloide Hiperbolico parametrizado como superficie regrada.

B na superficie de modo que (5(t),w’(t)) = 0. Assim, pretendemos encontrar uma fungao

escalar u(t) tal que:

Bt) = a(t) +ult)w(t)
B(t) = o)+ vw+uw
(Buy = (o +vw+uw w)
(B ') = (o, 0) +u{w', W)
Tomando (1), (1)
0=, wn)
Temos:

Mostremos que  independe da escolha da geratriz o. A curva 3 é chamada de linha

de estriccao e seus pontos de pontos centrais da superficie.
Suponhamos que & seja outra geratriz de superficie. Utilizando a parametrizacao de
uma superficie regrada nao-cilindrica.

X(t,v) = at) +vw(t)
= a+ sw(t)
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Agora veja que:

= «oft) - <O/(t),w’(t)>w

B(t) = aft) (w'(t), w' ()

3 = _ <dl(t),w/(t)>w

Bt) = alt) (w' (1), w' (1))

3(t) = . (@ (t) — o' (), w'(t))
50) = Bl1) = alt) —a() + e
a(t) —a(t) = (s—vw
dt)—a(t) = (s—vu
d(t)—a'(t) = (v— s
=310 = (o oy L=
Bty =4 (t) = (s—vw+(v—shw

(t)

Portanto 8 é a tnica linha de estric¢ao, ou seja, uma curva cujos pontos sao chamados
de pontos centrais da superficie regrada, e é onde se encontram os pontos singulares, caso

houver, que sao os pontos onde ocorre Xu A Xv = 0.

Dando continuidade, teremos:

X(t,v) = B(t)+ovw(t)
Xy = B'(t)+ o (t)
X, = w(?)
XiNX, = B't)w(t)+vw'(t) ANw(t)

g

Reassumindo alguns termos indicados anteriormente e indo mais afundo, obtemos:

(w(t), w'(t)) =
(w(t),B'(t) =
(B'(t) Nw(t)) =

XiANX, = M'(t) +ow'(t) Aw(t)

Com isso,

X, A X, X' () 4 vw' (£) A w(t)]”
N o' (8)]* + o [0 (£) A w(t)]”
N ! (8)]* + o [ (8) |

= (407 [ (1))
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Assim,

XA X, = (2407 W' (1)
B Aw, ")y = Qw',w)
(B Aw, ")y = MNuw',w')
\ B
|w’|

E por fim, caso [#', w,w'] = 0, dizemos que a superficie é desenvolvivel, o que significa
intuitivamente que a superficie pode ser formada por uma chapa, sem esticar enrugar,

rasgar ou vincar.
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Capitulo 4

O Elipsoide de Monge

4.1 O Projeto da Cipula Elipsoidal

Gaspard Monge (1746 a 1818) foi um célebre matemético e engenheiro franceés, o qual
desenvolveu o método da geometria descritiva e um estudioso da Geometria Diferencial.
Monge esteve envolvido na reforma do sistema educacional franceés, ajudando a fundar
a famosa Ecole Polytechnique. Teve também importante papel politico na Franca pds-
revolugao, exercendo a fungao de Ministro da Marinha, senador, embaixador e amigo
pessoal de Napoleao Bonaparte.

Nas palavras de Etienne Ghys, ainda mais importante entender que Monge colocou
uma énfase consideravel no ensino. Ele entendeu que a nagao precisava de um grande
niumero de trabalhadores, engenheiros e cientistas, e que eles precisavam de educacao de
qualidade, especialmente em matematica. Para ele, a pesquisa matematica e o ensino sao

duas facetas de uma mesma atividade.”

Figura 4.1: Gaspard Monge

As cupulas das construcoes da Europa medieval ou do periodo renascentista, em
geral, tém formato que podem ser modelados por uma esfera ou por um elipsoide de
revolugao. Como exemplo, podemos citar o Duomo de Florenga, retratado na Figura 4.2,

cuja construgao iniciou em 1293 e foi concluida em 1436.

95
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Figura 4.2: Duomo de Florenga

A figura geométrica elipsoide, ensinada nos cursos de geometria analitica, tem ex-

pressao implicita:

$2 y2 22

e 2 (4.1)
sendo x,y,z as variaveis e a,b,c os parametros, todos nao-nulos. Quando ocorrer
a=0b=c+# 0, temos uma esfera. Sendo dois destes parametros iguais, e um diferente,

temos o caso de um elipsoide de revolugao:

Figura 4.3: Esfera, a direita, e semi-paraboloide de revolucao, a esquerda

No caso em que a # b # ¢ e a # ¢, sendo todos nao-nulos, temos o elipsoide de trés

eixos distintos, o qual é denominado Elipsoide de Monge.

Figura 4.4: Elipsoide de Monge
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As linhas de curvatura desenhadas originalmente por Monge sao reproduzidas na

79

Figura 4.5, retiradas de “Aplicagoes de Andlise a Geometria”’.
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Figura 4.5: Linhas de curvatura no elipsoide, originalmente desenhadas por Monge.

Segundo Sakarovitch (2009), Monge propds construir uma abdébada elipsoidal, por
meio da técnica de montagem das pedras, sem argamassa, para o prédio do parlamento
francés. Complementa ainda Reventds (2018), que, no caso, “o parlatdrio seria colocado
logo abaixo de um dos pontos umbilicais da abdobadas, e o espaco poderia ser decorado
colocando colunas seguindo as linhas de curvatura. Monge também imaginava dois lustres
pendurados nos pontos umbilicais”.

O projeto proposto esta ilustrado conforme a Figura 4.6:

Figura 4.6: Projeto de construcao da cupula elipsoidal

Este projeto nao consta como relizado. Conforme Sakarovitch (2009), “nao consegui-
mos encontrar exemplares nem obras arquitetonicas sem argamassa envolvendo superficies
ou abdbadas envolvendo intradosos com superficies complexas, montadas segundo as li-

nhas de curvatura.”
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Ainda que, do ponto de vista construtivo, o objeto real da cipula do parlamento
francés em forma elipsoidal nao exista, esta histéria motiva o ensino e a aprendizagem

da teoria de linhas de curvatura e pontos umbilicos por meio do elipsoide de Monge.
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4.2 Resolugcao Computacional das Linhas sobre o Elipsoide

Um elipsoide de Monge tem expressao implicita dada pela Equacao 4.1, onde consi-
deramos todos os parametros a, b, ¢ nao-nulos e dois a dois diferentes. Vamos considerar,

nestas condigoes:

a = 3
b = 2
c = 1

Assim, obtemos a equacao na forma implicita:

72 2
§+yz+z2=1 (4.2)
Que pode ser parametrizada por:

X (u,v) = (3sinv cosu, 2sin v sinu, cosv)

sendo0<u<2mrel<v <.

Figura 4.7: Ilustracao do Elipsoide Triaxial da Equagao 4.2

Nesta parametrizacao:

X, = (—=3sinvsinu,2sinvcosu,0)

X, = (3cosvcosu,2cosvsinu, —sinv)

e portanto:

X, A X, = —(2sin® v cosu, 3sin® vsinu, 3sin(2v))
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De onde,

| Xy A X, || =sinw - V9 + 27 cos? v — 5sin v cos? u
Com isso, o normal unitario ao longo da superficie é:

1
N = — - (2sinw cos u, 3 sin v sin u, 6 cos v)

\/9+27COS2U — 5sin® v cos? u

Computamos também as derivadas de segunda ordem, e obtemos:

Xuww = (—=3sinvcosu,—2sinvsinu,0)
Xuw = (—3cosvsinu,2cosvcosu,0)
Xy = (—3sinvcosu,—2sinvsinu, —cosv)

Com isso, os coeficientes da primeira forma fundamental sao:

E = sin®(v)- (9 — 5cos®u)
—Z - 8in(2u) - sin(2v)
G = 1+ cos*(v)- (34 5cos®u)

T
Il

e os coeficientes da segunda forma:

6 sin® v
[ =
sinv\/9+27(30521)—5sin2vC082u
f=20
6 sinwv
g =

sinv\/9 + 27 cos?v — 5sin? v cos? u

Conforme a Equacao 3.12, considerando localmente v = v(u), a fim de encontrar o retrato

de fase, temos:

~ 15sin(2u) - sinv(u) - cos v(u)

L(u,v) =
(u:0) V9 + 27 cos2v(u) — 5 cos?u
M(u,0) 6 sin® v(u) - (5cos? u - cos®> v(u) + 5 cos? u + 3 cos? v(u) — 8)
u,v) = —
V9 + 27 cos?v(u) — 5cos?u
N(u,v) = 15 sin 2u sin 2v(u) sin® v(u)

24/9 + 27 cos? v(u) — 5cos?u
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Assim, localmente, a equacao

fica

dwnmmm((m§u+§)m¥mm+aﬁu_§>

L-W)?*+M-v'(u)+N=0

cosv(u) cosusinu - (v'(u)? —sin®u) +

0
5
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Ao plotar a resolucao desta equacao no plano uv, com o auxilio do software Maple™,

obtemos a configuracao ilustrada na Figura 4.8
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Figura 4.8: Campos de Diregoes Principais no Elipséide de Monge
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Ainda, com uso do Maple™, podemos obter, por meio do comando DEplot, as confi-

guracoes ilustradas na Figura 4.9 e na Figura 4.10

Em um plot conjunto, obtemos a Figura 4.11.



63
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Figura 4.9: Resolucao Computacional da Eq. Dif. Linhas de Curvatura sobre Elipsoide

de Monge
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Figura 4.10: Resolugao Computacional da Eq. Dif. Linhas de Curvatura sobre Elipsoide
de Monge
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Figura 4.11: Equacao Diferencial das linhas de curvatura sobre o Elipsoide de Monge:

Resolugao Computacional
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Capitulo 5

As Habitacoes Indigenas do Alto Xingu

O Territério Indigena do Xingu (TIX) estd situado ao norte do estado do Mato Grosso,
no Brasil, com area de 2.825.470 hectares, ao sul da Amazonia brasileira.

A TIX se divide em quatro terras indigenas: Terra Indigena Parque Indigena do Xingu
(TIPIX), TI Batovi, TT Wawi e TI Pequizal Naruvotu. A regiao chamada de Alto Xingu,

mais ao sul, compreende 11 povos.
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Figura 5.1: Localizacao e divisao do territério xinguano
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Nesta regiao estao os povos Aweti, Kalapalo, Ka-
mayura, Kuikuru, Matipu, Mehinako, Nahukud, Na-
ruvotu, Trumai, Wauja e Yawalapiti. Apesar de te-
rem linguas diferentes, apresentam costumes, modo
de vida e visao de mundo semelhantes, embora cada
um desses povos mantenha sua identidade étnica. (

24], 2019, p. 708)
Sé e Corréa relataram a construcao da casa Yawalapiti ( [13], 1979, p. 133-139),

de planta baixa elipsoidal, como na Figura 5.2, cuja construcao demorou em torno de
seis meses. Os pontos pretos onde estao alocados os caibros de sustentacao da maloca,

coincidem aproximadamente com os focos da elipse da planta baixa.

PLANTA BAIXA: ESTRUTURA

e i § ¥
t+ {

+ -
Secas masmica #4 maTEE:

Figura 5.2: Planta baixa elipsoidal da maloca Yawalapiti

Sobre a organizacao da aldeia, Cristina Sa ainda escreveu:
Todas as casas da aldeia Yawalapiti seguem o mesmo

padrao de organizacao espacial, independentemente
de terem a forma tradicional, de se apresentarem com
diferenciacao entre teto e parede, ou mesmo de terem
planta baixa retangular. Esse padrao é o mesmo ob-
servado nas casas de outras aldeias do Alto-Xingu,
mesmo naquelas que sao fortemente influenciadas por
modelos externos a cultura xinguana, tais como as ca-
sas de taipa de mao das aldeias Kamayura e Kalapalo.

( [12], 1983, p. 117)
Por meio de representacao imagética, identificou-se que a estrutura de sustentacao

das malocas dos povos indigenas do alto Xingu seguem, aproximadamente, as mesmas
linhas do projeto da cupula elipsoidal ilustradas na Figura 4.6. Tal coincidéncia de linhas

fica mais evidente na Figura 5.3, onde esta exibida a elevacao da maloca Yawalapiti.
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Figura 5.3: Estrutura da casa Yawalapiti. A esquerda, construgao e, a direita, vista da
cupula.

Nas Figura 5.4 ilustramos imagens da comunidade perante a construcao da maloca.
Nestas imagens, com ponto de vista tanto externo quanto interno das habitacoes, ¢é

possivel verificar o comportamento eliptico que seguem as linhas de sustentagao do domo.

Figura 5.4: Comunidade em construcao da maloca. A esquerda, visao externa, a direita,
visao interna.

[lustramos, ainda, uma maquete 3d da casa Kamayura. Considerando esta maloca,
podemos modelé-la aproximadamente por um elipsoide de Monge, de modo que, imedia-
tamente acima dos dois caibros de sustentacao estao os pontos umbilicos da abébada. Li-

gando os dois pontos umbilicos, temos, no modelo visual, a chamada separatriz umbilica.
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Figura 5.5: Maquete 3d da casa Kamayura [11]

Em recente trabalho de conclusao de curso do bacharelado interdisciplinar em ciéncia
e tecnologia da Universidade Federal do Maranhao, os alunos Josuel Barros Junior e
Harryson Patrick Silva confeccionaram maquetes computacionais em software Revit™das
malocas dos povos indigenas do alto Xingu. Por meio desta atividade, os estudantes
puderam verificar a coincidéncia entre as linhas que dao estrutura a maloca, e o projeto
realizado por Monge para a cipula elipsoidal 4.6, bem como as linhas de curvatura do
elipsoide de Monge (Figura 4.4).

Na Figura 5.6, ilustramos a maquete computacional dos alunos:

Figura 5.6: Maquete da casa Kamayurd em software Revit™ [20]

Na Figura 5.7, esta tracada a resolucao computacional da equacao diferencial das
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linhas de curvatura sobre o elipsoide de Monge da Secao 4.2. Ao comparar esta figura
com a Figura 5.6, pode-se notar similaridades que podem ser usadas para motivar o

estudo da teoria de linhas de curvatura.

P NN N

NN o7 ]

Figura 5.7: Resolucao Computacional da Eq. Dif. Linhas de Curvatura sobre Elipsoide
de Monge

Por fim, efetuamos na Figura 5.8, um comparativo, ilustrando varias imagens com
estruturas similares a configuracao principal do elipsoide de Monge. A esquerda, se

t™ em seguida o projeto da ciipula elipsoidal para

encontra a maquete realizada em Revi
o prédio do parlamento francés (Figura 4.6), depois o teto da maloca Yawalapiti (Figura

5.3) e, mais a direita, o elipsoide de Monge (Figura 4.4).

Comparagéo

Figura 5.8: Comparativo entre figuras com estruturas de linhas similares.

Conclusao

Ressaltamos o didlogo entre o conhecimento mateméatico ocidental, e o conhecimento

tradicional dos povos originarios, em especial aqueles do alto Xingu. No problema es-
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pecifico da construcao de uma cupula elipsoidal, ambas as culturas chegam a mesma
solucao, por vias diferentes.

Vale ressaltar a informacao que os indios fazem suas casas sem projeto. “O que
define a peculiar arquitetura indigena é o produto de um nao-desenho” ( [11] p. 33). As

construcoes sempre foram executadas com base na meméria e na tradigao oral.
Durante a pesquisa de campo, nunca foi mostrado

ou executado qualquer desenho em papel pelos infor-
mantes indigenas; havendo necessidade de algum es-
clarecimento, o “croquis” era feito em terra com uma

varinha, ou com o préprio dedo. ( [11], p. 34)
O que este minicurso propoe, é que sejam utilizadas imagens de construcoes indigenas

e da forma de organizacao das comunidades, bem como atividades que envolvam discussao
e modelos das habitagoes. Ressignificar as aulas de geometria, por meio da interdiscipli-
naridade, pode ser mais uma via de atratividade para a aula de matemaética.

Os povos indigenas, desde a ancestralidade, efetuam a construcao da cipula elipsoidal.
As técnicas da arquitetura ocidental nao se mostraram possiveis de realizar o mesmo tipo
de construcao no séc. XIX.

Portanto, convém ampliar o entendimento a respeito dos saberes originarios. Nestes
tempos de didlogos sobre biodiversidade, abordar a geometria dos povos indigenas pode

engrandecer enormemente o ambiente escolar.
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