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Prefacio

O texto que segue foi escrito para um minicurso apresentado na XI Bienal de
Matemadtica, realizada na Universidade Federal de Sao Carlos. O objetivo é apresentar
um exemplo de espaco de Hilbert ndo comumente apresentado nas disciplinas de anélise
funcional dos cursos graduacgdo e poés-graduagao em matematica, tendo uma questao
concreta sobre sequéncias como motivagao.

Trata-se da questao de determinar os subespacos vetoriais fechados do espaco das
sequéncias quadrado-somaveis que sao mantidos invariantes pelo operador de translacao
A direita. E notdvel que a resposta nio possa ser dada em termos puramente sequéncias,
exigindo a reinterpretacao do problema em termos de um espaco de fungoes de varidvel
complexa.

O minicurso foi planejado para trés aulas de duas horas cada. A primeira tem com
objetivo apresentar a questao motivadora e sua translacdo para o mundo das funcoes
holomorfas, além de alguns pré-requisitos matematicos. A segunda aula se dedica
a demonstrar um teorema sobre valor de fronteira de fung¢des holomorfas, que serd
necessario na aula final, onde a resposta a questao dos subespacos invariantes é enunciada,
demonstrada e aplicada. Ao fim, é possivel experimentar uma frutifera interacdo entre
analise complexa, funcional, harmodnica e teoria da medida e integracao.

Estas notas podem ser seguidas por pessoas que tenham conhecimento de espacos
métricos, fungoes de varidvel e séries de Fourier, além dos cursos padrao de andlise na reta
e algebra linear. Conhecer previamente a teoria de medida e integragao e as propriedades
de conjuntos ortogonais em espacos de Hilbert certamente ajudara a digerir o conteido
com mais facilidade. No entanto, um esforco foi feito para introduzir a terminologia e os
resultados relevantes, de forma a suprir estes pré-requisitos. O resultado final é um texto
um tanto denso, mas que recompansara o esforco com um bonito teorema no fim.

O autor agradece aos Comités Cientifico e Organizador da Bienal por aceitarem esta
contribuicao e promoverem um evento tao importante para a comunidade matematica
nacional; a Pré-Reitoria de Inclusao e Pertencimento da USP pelo financiamento por
meio do Programa de Pds-Doutorado para Pesquisadores Negros; e a seu orientador de
doutorado, Waleed Noor (IMECC-Unicamp), por té-lo apresentado a teoria contida nestas
notas.

Charles F. dos Santos

Sao Carlos,
Julho de 2024
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1 O operador shift e o espago H*

Este minicurso tem como motivag¢ao uma questao concreta basica em analise funcional,
que pode ser enunciada como a seguir:

Considerando o operador shift definido no espaco de Hilbert (2, quais sio seus
subespagos (fechados) invariantes?

Neste primeiro capitulo, vamos tornar claro o significado de cada termo citado na
questao acima, além de introduzir todo o aparato matematico envolvido em sua resposta.
Assumimos livremente que quem nos 1é tem conhecimentos de espagos métricos, funcoes
de uma variavel complexa e séries de FourierE] Conhecer espacos de Hilbert, além da teoria
da integral de Lebesgue, também é bastante til, mas tentaremos enunciar os conceitos e
resultados necessarios (sem demonstragao) oportunamente.

1.1 Espacos de Banach, Hilbert e ¢?

Comegamos com notagoes bésicas. Os conjuntos dos nimeros naturais (incluindo o
zerol), inteiros, reais e complexos sdo denotados, respectivamente, por N, Z, R e C. O
disco unitério (aberto), o ciculo unitério e o fecho do disco unitario serdo representados,
respectivamente, por D, T e I, isto ¢é,

D={zeC: |z| <1},
T={ze€C: |z|=1}=0D,
D={zeC:|2|<1}=DUT.

Todos os espacos vetoriais que ocorrerem neste texto serao sobre o corpo dos nimeros
complexos.

Estaremos interessados em espagos métricos completos cuja estrutura topoldgica
interage com uma estrutura de espaco vetorial. Dado um espago vetorial H, um produto
interno é uma aplicagao (-, )y : X x X — C satisfazendo:

« linearidade na primeira entrada: (ax+y,z) = a(z,y)+(y,2) Vo,y,z € H, Va € C;
 conjugado-simetria: (x,y) = (y,x) Vz,y € H;
« nao negatividade: (z,x) > 0Vz € H;

 ndo degeneragao: (z,z) =0 <= z = 0.

Um fato basico da algebra linear é o de que

H‘THH: \V <$,JI>H, .TEX,

define uma norma em H, ou seja,

2Também vamos usar conhecimentos de algebra linear e andlise na reta, mas assumimos que isto é
conhecido por quem ja estudou espacos métricos.
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« nao negatividade: ||z|| > 0Vz € X
e nao degeneragao: ||z|| =0 < = =0;
o homogeneidade: ||azx| = |of - ||z|| Vz € X, a € C;

+ desigualdade triangular: ||z +y|| < ||z] + |ly|| Y,y € X.

Por sua vez, a norma acima define uma métrica em H, dada por
dX($ay):||x_y||7 xayGX'

Chamamos de espacgo de Hilbert um espaco vetorial com produto interno cuja norma
induz uma métrica completa, ou seja, onde todas as sequéncias de Cauchy convergem.

E possivel demonstrar que todo espaco vetorial de dimenséo finita é de Hilbert. O
exemplo mais conhecido (lembrando sempre que nosso corpo de escalares é sempre C!) é
C", com o produdo escalar

((a1,...,a,), (by,...,by)) :zn:lakbj.

Um exemplo em dimensao infinita generaliza imediatamente o produto interno de C™:
defina %, ou £(N), como o conjunto das sequéncias « = (z;) ey tais que Yoy |25 < oo.
Podemos mostrar (e a quem nos 1& fica o convite) que £* é um espago vetorial e

(@) (b)) = i anbr. (a), (ba) € .

define um produto interno. Mais do que isto, vale a propriedade de completude e,
portanto, £ é um espaco de Hilbert. E em ¢? que sera formulada, mais adiante, a pergunta
central que responderemos neste texto.

Uma base ortonormal para um espago de Hilbert H é uma familia de elementos
(€j)jes, onde J é um conjunto indexador, com as seguintes propriedades:

1 =k
« ortonormalidade: (e;,e;) = d;, = se]‘ ;
©|0 sej#k

« totalidade: o subespaco vetorial gerado por (e;);es é denso em H.

Convidamos quem nos 1é a verificar que uma base ortonomal em ¢* é familia (e;) ey, onde
€; = (5k,j)k:€N' Isto e,

eo = (1,0,0,0,0,...),

er = (0,1,0,0,0,...),
es = (0,0,1,0,0,...),

Um espaco de Hilbert com uma base ortonormal enumerdvel é chamado separavel.
Um espago de Hilbert é separavel se, e somente, é separavel no sentido dos espacos
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métricos, ou seja, possui um subconjunto enumeravel denso. Se {e, },en é base enumeravel
de H, entao todo elemento de H pode ser expresso por uma série de Fourier com respeito

a esta base:
T = Z(x, €n)en s (1)
neN

com convergéncia na norma de H. Para uma demonstragao deste e outros fatos basicos
sobre conjuntos ortogonais/ortonormais em espagos de Hilbert, que tomariam mais tempo
do que este minicurso permite, pode-se consultar [3, Chapter 3].

1.2 O operador shift e a pergunta central

Seguimos em direcao a formulacao da pergunta central deste minicurso. Dizemos que
uma transformacao linear entre espagos vetoriais com produto interno T : H; — Ho é:

limitada se existe ¢ > 0 tal que ||Tz||y, < c||z||3, para todo = € Hy;
o isométrica se ||Tx|3, = ||*|l%, para todo = € Hy;
o um isomorfismo se T ¢ limitada, bijetiva e tem inversa 7! : Hy — H; limitada;

« um isomorfismo isométrico se ¢ isométrica e ¢ um isomorfismo (note que T~ é
automaticamente isométrica).

Um fato basico (que convidamos a pessoa leitora a demonstrar!) é o de que T é limitada
se, e somente se, é continua. Uma condicao suficiente para que 7' seja isométrica é que

<T$,Ty> - <.T,y> V%ZU € Hla

tal condicao também é necessaria, em vista da identidade de polarizacao, que expressa
o produto interno de dois elementos em termos das normas deles e de algumas de suas
combinagoes lineares. Outro fato 1util é que T' ¢é isomorfismo isométrico se, e somente se,
a imagem de uma base ortonormal de H; por 1" é sempre uma base ortonormal de H.
Ainda, é imediato que se T é isomorfismo isométrico entdo H; é completo se, e somente
se, Ho também o é.

Um operador linear em H ¢ uma transformagao linear com dominio e contradominio
em H. Neste caso, um subespago invariante de 7" ¢ um subespaco vetorial fechado V
de H satisfazendo TV C V, ou seja, Tx € V sempre que x € V. Dizemos que V ¢é
subespago invariante nao trivial de T"se V # {0} e V # X.

Encontrar subespacos invariantes de um dado operador, ou mesmo provar que existe
algum nao trivial, pode ser uma tarefa muito dificil. No caso de espagos de dimensao
finita (lembrando sempre, sobre os complexos!), sabemos que sempre existem subespagos
invariantes nao triviais: basta tomar o subespago de dimensao 1 gerado por um autovetor.
Mas em dimensao infinita, permanece o mistério: todo operador linear limitado em um
espaco de Hilbert separavel de dimensao infinita possui um subespago invariante nao
trivial? Isto é o chamado Problema do Subespaco Invariante, que se encontra em aberto
até o momento [

3No momento da escrita destas notas, uma solucdo afirmativa alegada por Per Enflo est4 sob processo
de revisao.
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Queremos determinar os subespagos invariantes de um operador em particular.
Definimos o operador shift S : (> — (? por

S ((a0> ai, az, as, . . )) = (Oa ap, a1, g, . . ) ) (an)zo:O S 62 :

Estamos em posicao de repetir nossa pergunta central, feita no inicio do capitulo, cuja
resposta tomara o resto do nosso minicurso:

Quais sdo o0s subespacos invariantes de S em (%%

Um spoiler é que a resposta nao é elementar, no sentido de que nao é possivel escreve-
la em termos de condi¢oes algébricas sobre as sequéncias. Associaremos a cada sequéncia
uma série de poténcias ou, equivalentemente, uma funcao holomorfa, transferindo nosso
problema para outro espaco de Hilbert por meio de equivaléncias unitarias.

Dois operadores Tj : H; — H;, j = 1,2, se dizem unitariamente equivalentes se
existe um isomorfismo isométrico U : H; — Ho tal que UT), = T2U. Ou seja, do ponto de
vista da estrutura de espaco de Hilbert, 75 age em H, exatamente como 77 age em H;.
Nestas condigoes, V' C H; é subespago invariante de T} se, e somente se, UV é subespaco
invariante de 7T5. Em outros termos, determinar os subespacos invariantes de T} ou de T5
sao essencialmente o mesmo problema.

1.3 Séries de poténcias e o espaco H?

Como adiantamos acima, nosso espaco de Hilbert de interesse tera séries de poténcias
como seus elementos. Comegamos verificando um fato simples.

Proposigao 1.1. Se (a,)nen € 2, entdo
f(z) = Zanz", zeD,
n=0
define uma funcao holomorfa nos disco unitdrio.

Demonstracio. Lembramos que uma fungao é holomorfa em um disco se, e somente se,
pode ser expressa como uma série de poténcias em torno do centro desse disco que converge
absolutamente nesse disco. Assim, precisamos verificar que a série do enunciado converge
absolutamente quando |z| < 1. Mas, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz da &lgebra
linear e pela soma da série geométrica,

Sl (Saf)(SEF) =l <
n=0 n=0 n=0 1-— |Z|2
mostrando a convergéncia absoluta. [ |

Enfim, vamos definir o espaco que queriamos. Chamamos de espago de Hardy do
disco unitdrio e denotamos por H*(D) ou, simplesmente, H?, o seguinte conjunto:

HQ:{f:ID—MC : f(z):io:anz”’VzE]D)7 ilan|2<oo}.
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Trata-se de um espaco vetorial, no qual consideraremos o produto interno “roubado” de
¢?, dado por

f(Z) = ianzn7 g(Z) = ibnzn = <f7g>H2 = iana
n=0 n=0 n=0

Da Proposicao [I.1] e de toda a discussdo feita até aqui, podemos imediatamente concluir
0 seguinte.

Proposicao 1.2. A associagio

o
(@p)nen <— Z anz" € H?

n=0

define um isomorfismo isométrico entre (> e H?. Em particular, H*> € espaco de Hilbert
separavel.

Vamos cometer inofensivo um abuso de notacao e denotar a funcao definida em C por
z — 2", ou sua restricdo a qualquer subconjunto do plano, simplesmente por z". E claro
que estes mondmios pertencem a H? e tém norma 1. Além disso, eles sdo ortogonais entre
si, ou seja, formam uma familia ortogonal. Que eles formam uma base ortonormal de
H? segue do fato de que 2" é associado a sequéncia canonica e, € £? pela associacio da
Proposigao [I.2] que forma uma base ortonormal, mas também é consequéncia do fato a
seguir.

Proposicao 1.3. Dada f € H?, com f(2) =3 a,z", defina
0a(F)(2) = S a2
=0

Entdo, o,(f) — f na norma de H?. Em particular, as fungoes polinomiais formam um
subespago denso de H?.

Demonstragio. A série de poténcias de f — ,(f) possui os coeficientes de ordem maior
que n iguais aos de f, mas os de ordem < n nulos. Logo,

1f = onDz = D laaf* =0
j=n+1

pelo critério de Cauchy para convergéncia de séries numéricas, visto que 3 |a,|*
converge. n

Além da classe das funcoes polinomiais, H? contém também o conjunto de todas as
fungoes holomorfas e limitadas no disco unitério, denotada por H*(D), ou H*®. Isto é
consequéncia de um critério de pertinéncia a H? em termos de médias integrais.

Proposicao 1.4. Dada f holomorfa no disco unitdrio, f € H? se, e somente se,

sup 1/7r |f(re®)|>df < oo

0<r<1 21 J—n

e, em caso afirmativo, o supremo coincide com || f]?.
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Demonstragio. Seja f(z) = > a,z". A seguinte relagdo elementar serd usada nesta
demonstracao e em outras partes do texto:

1 077
— Metkd 40 = §,, 1 . 2
2ﬂ'jtﬂe ¢ ok ( )
Neste caso, podemos escrever
i /7r |f(7’e"'9)|2 df = i /7r i ak(rew)" . i a,(rei?)kdo
21 S P i ="
oo 0o 1 T 00
=33 a,aprt* —/ eI Ag = 3 Ja, [*r?,
n=0 k=0 2m J- n=0

sendo a troca entre limite e integral justificada por convergéncia uniforme. Considerando
o supremo em r, segue o resultado. [ |

Agora que sabemos algumas coisas sobre H?, vejamos qual é o operador que
unitariamente equivalente a S via o isomorfismo isométrico da Proposicao Se
¢ € H* ¢é uma fungao fixada, o operador de multiplicagao de simbolo ¢, denotado
My : H* — H?, é definido como

A4¢f ::¢' f’ f € }{2'

Vejamos o que ocorre com a série de poténcias de um elemento de H? ao aplicarmos M, :
o o
f(2) =) a.2" = 2f(2) =D a2 =aoz+m2® + a2’ + -
n=0 n=0

Percebemos que M, tem exatamente o efeito de transladar a sequéncia de coeficientes!
Portanto, de acordo com toda a nossa discussao até aqui, nossa pergunta central pode ser
reenunciada da seguinte forma:

Quais sdo os subespacos invariantes de M, em H??

1.4 Séries de Fourier e um subespaco de L?

Vamos associar £? e H? com um terceiro espaco, que também serd ttil na descricao
dos subespacos invariantes do shift. Para isto, devemos explorar o terreno das fungoes
Lebesgue-integraveis e das séries de Fourier. Vamos apresentar muito sucintamente
a construcao da integral, deixando o convite para estuda-la em alguma das diversas
referéncias sobre o assunto (por exemplo, [5]). Também mencionaremos vérios resultados
sem demonstracao.

Dado um espago topoldgico X, sua o-algebra de Borel, denotada B(X) é o
subconjunto dos conjuntos das partes de X formada pelos conjuntos abertos, seus
complementares (ou seja, os fechados) e todas os conjuntos obtidos a partir de uma
quantidade enumeravel de operagoes de intersec¢ao, uniao e complemento entre conjuntos
abertos e fechados. Uma medida de Borel em X é uma fungao p : B(X) — [0, +0o0]
tal que p(0) =0 e pu(U, An) = >, u(A,) sempre que (A,) é uma sequéncia de elementos
disjuntos de B(X).
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Um exemplo de medida de Borel é a medida de Lebesgue na reta real. Todo aberto
da reta pode ser decomposto unicamente como uma uniao disjunta enumeravel (finita ou
infinita) de intervalos abertos I, = (a,,b,) e, assim, definimos a medida deste aberto
como (b, — a,). O teorema de extensdao de Caratheddory garante que esta funcao se
estende unicamente a uma medida de Borel em R.

Também podemos definir a medida de Lebesgue normalizada no circulo
unitario de forma similar. Um arco é a imagem de um intervalo da reta pela aplicagao
0 — €? Se um arco I é a imagem de um intervalo com extremos a,b € R, sendo
0 < |b—a|] < 27, o comprimento normalizado de I ¢ |b — a|/27. Novamente, todo
aberto T é a uniao de uma familia enumeravel disjunta de arcos, o que deixa bem definido
o comprimento normalizado de um aberto. Novamente pelo teorema de extensao de
Caratheodory, isto se estende a uma medida de Borel no circulo.

Dada uma medida de Borel i em X, um conjunto de medida nula é um subconjunto
A C X contido em um B € B(X) tal que u(B) = 0. Dizemos que uma afirmagao feita
sobre os pontos de X vale em quase todo ponto, ou q.t.p., ou quase sempre, se o
conjunto dos pontos onde ela nao vale tem medida nula. Por exemplo, é sabido que uma
funcdo em um intervalo é Riemann-integravel se, e somente se, é continua em quase todo
ponto, com respeito a medida de Lebesgue.

A integral com respeito a uma medida é definido a partir de casos particulares. Vamos
chamar de conjunto mensurével a unido entre um elemento de B(X) e um conjunto
de medida nula. Uma fungado mensuravel ¢ uma f : X — C tal que a imagem inversa
de qualquer aberto de C é um conjunto mensuravel em X. Uma fungao simples é uma
combinacao linear de fungoes fungbes caracteristicas de conjuntos mensuraveis. Se s é
simples, escrevendo s = >°7_, ¢;u(A;) com A; disjuntos entre si, definimos

/ sdp =Y cju(4;);
X =
se f: X — [0,+00) é mensuravel e ndo negativa, definimos

/fdu: sup [ sdp,
X

0<s<f/X

onde o supremo é tomado sobre as func¢oes simples nao negativas s satisfazendo 0 < s < f.
Se f: X — R é mensuravel, definimos

[orau=[ rrau= [ yodu, onde ft—max{f,0}, f~ =max{0,~f},
X X X

caso fT e f~ tenham ambas integral finita e, neste caso, dizemos que f é integravel com
respeito a p. Por fim, se f : X — C é mensuravel, f sera integravel se seuas partes real e
imaginaria o forem, e neste caso definimos

/)(fdu:/XRefdu—i-i/XImfdu.

Da construcao acima, segue que dadas duas fungcoes em R que tém o mesmo valor em
quase todo ponto, uma delas é integrdavel se, e somente se, a outra também €, e neste caso
0s valores das integrais coincidem. Em outros termos, alterar o valor de uma fun¢do em
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um conjunto de medida nula nao traz qualquer alteracao ao valor da integral. No caso
da medida de Lebesgue na reta, um dos principais resultados desta teoria de integracao
é que toda fungao Riemann-integravel também é integrdvel no sentido de Lebesgue, com o
mesmo valor para a integral. Assim, ndo perdemos nada do que ja sabemos da integral
de Riemann. Outro fato importante é o de que

Os ultimos densos paragrafos nos permitem definir um espaco de Hilbert muito
relevante. Ainda fixada uma medida de Borel g em X, vamos chamar de quadrado-
integravel a qualquer funcio f definida e X tal que |f|? é integravel. No conjunto das
fungoes quadrado-integraveis, declaramos a seguinte relacao de equivaléncia:

f~g <= f=gem quase todo ponto.

-

Finalmente, definimos L?*(y) como o conjunto das classes de equivaléncia acima. E
costumeiro em analise, e faremos daqui em diante, o abuso de terminologia de dizer que
uma fungao ¢é elemento de L?(u), pois, para efeitos de integracao, qualquer representante
de uma mesma classe de equivaléncia pode ser escolhido indistintamente. Dito isto, um
produto interno em L?(p) pode ser definido como antes:

(f,g>=/Xf§du, frg€ L (p).

Outro resultado extremamente importante, representando uma das vitérias definitivas da
teoria de Lebesgue sobre a integral de Riemman, é que o produto interno acima torna
L*(p) um espago de Hilbert.

No caso em que p é a medida de Lebesgue em um intervalo limitado I de R, vamos
denotar L?(u) por L*(I); no caso da medida de Lebesgue normalizada no circulo, vamos
usar a notacdo L?(T). Observe que f € L?(T) se, e somente se § — f(e) define uma
fungdo que pertence a L*([—,7]). Por fim, o conjunto das (classes de equivaléncias das)
fungdes continuas é denso em L*(T), valendo resultado andlogo para L*([—,7]).

Considere a familia de fungdes {€™}, <7 (onde, novamente, cometemos o abuso de
notagao de nomear uma func¢ao por sua lei de formagdo). Ja sabemos de que
esta familia é ortonormal. Suas combinacoes lineares sao os chamados polinémios
trigonomeétricos, pois suas partes real e imagindria sao combinagdes lineares reais de
dilatagoes das fungdes seno e cosseno (a quem nos 1é e estd na duvida, fica o convite fazer o
célculo!). Assumiremos sem demonstragao o resultado de que polinémios trigonométricos
formam um subespaco denso de L*. Isto tem como consequéncia que {€™?}, cz é uma base
ortonormal de L*(T). Isto nos permite definir série de Fourier de um elemento de f
como em ([I)):

F(e) = X fm)e™, e’ €T,
ne”L
onde a expressao acima faz sentido para quase todo ponto do circulo e a convergéncia se
d4 na norma de L2. O ntmero f (n) é o chamado coeficiente de Fourier de ordem n,

definido por
. 1 ™ . .
foy=(f.ey = — [" feM)e a0, nez.

2

Pela ortonormalidade das exponenciais, um calculo revela imediatamente que

I f3: = Z |f(n)|2 para toda f € L?. (3)

nez
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Considere o seguinte espaco de sequéncias bilaterais, isto é, indexadas pelos nimeros
inteiros:

*(Z) = { An)nez © Y |an|* < oo}

nez
Este espago possui um produto interno andlogo ao de *(N) (omitiremos a expressao)
e também é completo, ou seja, é espaco de Hilbert. Portanto, implica que tomar
a sequéncia de coeficientes de Fourier define uma aplicacio isométrica de L? em (*(Z).
Um resultado nao trivial, conhecido como Teorema de Riesz-Fischer, é o de que esta
aplicagao é sobrejetiva, ou seja, toda sequéncia indexado pelos inteiros quadrado-somavel
¢ a sequéncia de coeficientes de Fourier de uma funcao quadrado-integravel no circulo
unitario.

Para o nosso proposito de encontrar os subespagos invariantes de S em ¢* (que para
nos, lembre-se, é (2(N)!), ou de M, em H*(D), usaremos como ferramenta auxiliar nao o
espaco L2, mas um de seus subespacos. A ideia é olhar apenas para a “parte analitica”
da série de Fourier de cada funcao. Definimos

H*(T) = {f € L¥(T) : f(n) =0Vn<0}
e e = $ one).
Por toda a discussao feita até aqui, a bijecao
fo (fm)

d4 um isomorfismo isométrico entre H%(T) e /. Em particular, isto garante que H?(T)
é espaco de Hilbert com a norma herdada de L?. Uma base ortonormal deste espaco é

{eme}neN-

Vejamos o operador correspondente a S em H?(T), de acordo com o isomorfismo
acima. Por fim, considere o operador M,» em L%, dado pela multiplicacdo pela varidvel
independente, definido da mesma forma que M, mas agindo sobre funcao definidas no
circulo, em vez de fungoes no disco. Expandindo um elemento de H?*(T) em série de
Fourier, temos

o
Mewf(@w) — 629 Z f(n inf Z f z (n+1)6
n=0
ou seja, a sequéncia de coeficientes de Fourier de Meie f é

(0, F(0), (1), F(2),...) -

Logo, M., translada a sequéncia de coeficientes em uma posicao para a direita e, assim,
age como o shift. Em particular, seus subespacos invariantes estao em correspondéncia
com os subespacos invariantes de S em £2.

Em resumo, temos as seguintes correspondéncias entre os trés espacos de Hilbert de
nosso interesse discutidos até aqui:

Z anz” série de poténcias (an)neN série de Fourier Z aneme
neN neN
H* D) 4 , Iz H(T)

M, S M. io
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Assim, séries de poténcias e séries de Fourier com as mesmas sequéncias de coeficientes
sao identificadas de forma natural. Daqui em diante, dada f € H*(D), vamos denotar por
f* o elemento de H?(T) correspondente a f pelo isomorfismo acima e chamé-lo fungao
de fronteira de f. Formalmente, obtemos f* a partir de f tomando um limite quando z
tendo a fronteira do disco unitario. Nosso proximo passo sera verificar que esta operagao
de tomar o limite é, de fato, valida em um certo sentido.
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2 Representacao integral de Poisson e o Teorema de
Fatou

Nossa proxima tarefa é demonstrar que toda funcao pertencente a H? possui limites
de fronteira (mais precisamente, limites radiais em quase todo ponto). Trata-se de
uma propriedade fundamental dos elementos do espaco de Hardy, que mostra uma linda
interacao entre analise complexa, séries de Fourier e teoria da medida e integracao. Além
disso, ¢ um fato que precisa ser assumido para o adequado enunciado do teorema que
descreve os subespagos invariantes de M..

2.1 A férmula integral de Poisson a aproximacoes da identidade

Comecamos com uma representacao integral para os elementos de H?. Ela mostra
como recuperar uma fun¢ao holomorfa no disco a partir de seus valores de fronteira, sem
usar sua série de Fourier.

Teorema 2.1 (Representacio integral de Poisson). Se f € H?, entdo

f(z) = 1/ Re(en—i_Z)f*(e”)dt, zeD.

2m et —z
Demonstragio. Seja f(z) = 300 a,z" e escreva z = re?, com r € [0,1) e § € (—m,7].
Usando e convergéncia uniforme para trocar ordem entre somatorio e integral,

Z an,rn inf
S Saren L[ o

k=—oc0on=0 n

_ Z 217_[_/ Zanan zn—k)tdt
k=—00
_ i 217T/ Zanr|k|eik06i(nfk)tdt_
T n=0

k=—o00
Note que cada termo acima ¢é nulo a menos que n = k, motivo pelo qual pudemos
trocar n por k, ou |k|, livremente. Agora, lembrando que f*(e?) = 3%  a,e¢™ e usando
convergéncia uniforme mais uma vez,

s

Z 27r/ rlHlGRO=0) = (it qp — / £le - Z Il GikO—) g4

k=—o0 - k=—o00
A soma interna acima se reescreve como

1 Ze't 1—12

oo
[kl ik (0—t) ik(0—t) k(0—t) _ _
Z * Zr et —i—Zre — + — —|1_26_Z_t|2.

s 1—ze 1 —7Ze
=—00

Observando que

et 4+ 2 14 ze ™ 1 (14 ze ™ 143zt 1—12
Re | — =Re| ——— | == — + — | = —
et — 2 1 —ze i 2\1—ze it 1—7zeit 11— ze—|2

voltamos toda a cadeia de igualdades para obter o teorema. [ |
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Vamos investigar o nicleo da representagao integral acima. Dado r € (0,1), o nicleo
de Poisson P, : T — C, é definido como

PT(eiG) — io: r\k\eike.
k=—00

Calculos elementares, como os feitos na demonstracao acima, mostram outras expressoes
para estas fungoes:

1—re? ) |1 — re?|? T 1—2rcosf 12’

P,(e") = Re (

1+7’ew> 1—1? 1—1r?

Dadas duas fungoes g, h : T — C, definimos sua convolucao g x h : T — C como sendo

g n(e”) = o [ Fe g ) ar,
™ J—7
valida nos pontos €? do circulo onde a integral estd bem definida. Um resultado basico de
andlise harmonica é o de que a convolugdo entre duas fungoes Lebesgue-integraveis esté
bem definida q.t.p. e é também Lebesgue-integravel. Nesta terminologia, o Teorema [2.1
diz que
f(re®y = P.x f*(e?), %eT, fe H?. (4)

Uma familia de fungoes a valores complexos {Ks}s~o definidas em T é uma
aproximacao da identidade (adotando terminologia de [5, Chapter 3]) se satisfaz as
seguintes condicgoes:

1o
o normalizacao: 2—/ Ks(e®)df = 1 para todo § > 0;
™J-m

. M§é
« concentragao em torno de 1: existe M > 0 tal que |K;(e?)| < e para todo § > 0
efe[—mm;

: M
o crescimento controlado: existe M > 0 tal que |Kj(e?)| < ~ bara todo § > 0.

A definicdo acima sugere que consideremos 6 — 0, mas é claro poderiamos considerar
d — 00, 0 — a para um dado a € R, ou mesmo uma familia enumeravel {K,},cn onde
n — oo, com as devidas adaptagoes nas condi¢oes de desigualdade. As 3 propriedades
acima dizem que 6 — K;(e?) se concentra em torno de 0 & medida que § — 0 e seus
valores perto de 0 explodem, mas de forma controlada.

Como veremos em breve, aproximacoes da identidade garantem aproximagoes q.t.p.-
convergentes via convolucao, tipo de resultado fundamental em andlise harmodnica. A esta
altura, deve estar clara qual é a familia fungdes de nosso interesse.

Proposigao 2.1. A familia {P,}o<r<1 € uma aprozimacaio da identidade.

Demonstrag¢io. No nosso caso, vamos considerar r — 17. Vamos verificar as trés
propriedades.
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o Normaliza¢do: Basta integrar termo a termo a série que define P,, procedimento
justificado por convergéncia uniforme:

1 = ; 1 & : = 1 = :
- Pr 10 do = 7/ [n| ik6 do = 7/ [n| ik6 do = 1.
2m / (%) 21 J—n k:z_:oo ne k:z_:oo 2m J—x ne

—Tr

o Concentragio em torno de 1. Devemos verificar que P,(e?) < M(1 — r)/6?* para
algum M > 0. Observe que 6 — 6?/(1 — cos ) ¢ uma fungao limitada, pois tende a
2 quando # — 0 e tem denominador inferiormente limitado quando 6 esta longe de
0. Entao,

1—7r2 (I—=r)(1+r)

- (1-r)(1+nrC
(1—7r)242r(1 —cosf) = 2r(l —cosb)

2162

Pr<€i0) = <

para um certo C' > 0. Ainda, (1 +7)/2r é limitado, o que d4 a estimativa desejada.

« Crescimento controlado. Devemos mostrar que P,(e?) < M/(1 — r) para algum
M > 0. Mas

1—r? < 1—r? < 2
(1—r)2+2r(1—cosf) — (1—7r)2 ~ 1—1"

P.(e") =

ou seja, M = 2 é suficiente. [ |

2.2 O Teorema de Fatou

Precisamos invocar mais uma noc¢ao da teoria de integragao. Dada g : I — C Lebesgue-
integravel em um intervalo I C R, dizemos que um ponto o € I é ponto de Lebesgue
de g se g(xg) estiver bem definido (lembramos que g precisa, a principio, estar definido
apenas q.t.p.) e valer a relagao

1
a,lblgico b—a
a<xo<b

[ lota) gt} dx = 0,

onde o limite é tomado sobre intervalos [a,b] C I contendo . Definimos nog¢ao analoga
de ponto de Lebesgue quando g ¢ integravel em T, usando arcos em vez de intervalos.

Outro resultado importante da teoria da medida e integracdo que admitiremos aqui
sem prova é o Teorema da Diferenciacao de Lebesgue: quase todo ponto de um intervalo é
ponto de Lebesgue de uma dada funcdo integrdvel neste intervalo. O conjunto dos pontos
de Lebesgue inclui, necessariamente, os pontos de continuidade da fungao.

Proposicao 2.2. Seja {Ks}s=o uma aprorimagio da identidade. Dada g : T — C

integravel, se € ¢é ponto de Lebesque de g entio g * Kj =9 g(e).  Em particular,

g*x Ks — g q.t.p. no circulo unitdrio.

Demonstragio. Nao ha perda de generalidade em assumir que = 0 e g(1) = 0, bastando
compor ¢ com uma rotacao e subtraindo constantes, caso necessario. Assim, basta
demonstrar que, nestas condigoes, |g * K5(1)] — 0. Denote

mn:lﬁ&uwma,remm%

r
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de forma que A(r) = 0, pela hipétese de que 0 é ponto de Lebesgue. Dado que
A(r) < [T 1fl/r < [T|f]/6 quando |r| > 6, é facil ver que A(r) é limitado com respeito
ar.

Ao escrever a defini¢ao da convolucao, combinaremos dois truques. O primeiro, padrao
em andlise, é isolar o ponto de interesse, no caso 0. O segundo ¢é fazer, longe de 0, o que
se chama decomposicao diadica. Ou seja,

uummquzmm%@”ﬂSU@+§L

Observe que, para cada J, o somatério acima é finito, pois o dominio de integracao serd
vazio para n suficientemente grande.

) Fe)Ks(e™™)|dt .

ng<|t|<2n+1s

A integral em torno da origem é estimada usando o crescimento controlado de { K5} e
a hipotese de ponto de Lebesgue:

/|t|<5 1f(e) Ks(e ™) dt < MA(S) =% 0.

Resta, portanto, fazer a estimativa nos intervalos diadicos. Seja € > 0. Podemos tomar
N € N tal que ¥,-n27" < ¢ (observe que que N depende apenas de ¢, e nao de 9).
Usando a propriedade de concentracao na origem de { K5},

/ FEEKs(e )| dt < M3 LCHIpY
me<|t|<ont1s - ong<jt|<antls  [t]?

M6 .
< At
_?Myégﬁwuwn
=2"" . 2MA(2"10) .

Agora, podemos diminuir §, se necessario, de forma a garantir que A(2""1§) < ¢ para
n=1,...,N. Segue que

(e 9]

| f(e") Ks(e™™)| dt < (i + Z) 271 2N A(2715)

n=1 n>N.

< MNe+2Me-sup A(r) < Ce

/2"6<|t§2"+15

n=1

para algum C' > 0. Juntando todas as estimativas acima, segue o resultado. [

No caso particular dos nicleos de Poisson, o resultado da proposi¢ao acima foi obtida
por Pierre Fatou logo apds Henri Lebesgue introduzir sua nova integral. Registramos
abaixo o enunciado.

Corolario 2.1 (Teorema de Fatou). Se g € integravel no circulo unitdrio, entdo
g x P.(e?) — g(e?) quando r — 17 para quase todo ponto g.

Todo o trabalho feito acima pode ser ainda mais particularizado: quando g = f* é
a fungao de fronteira de uma funcio f € H?, a relagao () nos diz que f(re?) converge
q.t.p. para f*. Se £ € T e f é holomorfa em D, dizemos que L € C é o limite radial de
f em & ou que f(z) converge radialmente para L em &, se f(r§) — L quando r — 1~.
Portanto, o Teorema de Fatou possui a seguinte consequéncia.



XI BIENAL DE MATEMATICA 18

Teorema 2.2. Toda f € H?*(D) possui limites radiais em quase todo ponto do circulo
unitdrio. A funcdo q.t.p. definida por estes limites radiais coincide com a funcao de
fronteira f*, que pertence a H?*(T) e tem coeficientes de Fourier iguais os coeficientes da
série de poténcias de f. Reciprocamente, todo elemento de H*(T) é a fungdo de fronteira
de uma fungdio pertencente a H*(D), dada pela sua integral de Poisson.

Isto d& um significado intrinseco, ou seja, independente de expansao em base
ortonormal, do isomorfismo isométrico H2(D) +— H?*(T) da p.[12} Outra consequéncia
é que a norma e o produto interno de H? podem ser escritos em forma integral:

£ = o [ 1F )P0, (b = o [ 5 g e a0, 5)

27 -

De agora em diante, nao distinguiremos mais as duas realizacoes de H?, ou seja, o
simbolo f pode representar uma fung¢ao holomorfa no disco ou uma funcao quadrado-
integravel no circulo intercambiavelmente. Em particular, o limite radial de f em um
ponto e? serd denotado f(e??). Também denotaremos a expansao em série de poténcias
de f por

f(n) = i f(m)"

Neste ponto estamos prontos para, finalmente, rumar a descricio dos subespacos
invariantes de M.
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3 O Teorema de Beurling e a fatoracao canonica

Finalmente, poderemos verificar a resposta a pergunta central deste minicurso,
descoberta por Arne Beurling no final dos anos 1940: os subespagcos invariantes de M, sao
as imagens dos operadores de multiplicacao cujo simbolo tem limite radial unimodular em
quase todo ponto do circulo unitario. Como aplicagao do Teorema de Beurling, obteremos
o teorema de fatoragao canonica, que mostra uma estrutura multiplicativa dos elementos
de H?. Concluiremos com comentdrios sobre a descricao analitica de cada um dos fatores
da fatoragdo canonica.

3.1 Funcoes interiores e o Teorema de Beurling

Agora que ja sabemos que toda funcdo de H? possui limites radiais q.t.p., vamos
isolar uma classe especial de fungoes com base nestes limites. Dizemos que ¢ é uma
funcgdo interior se |¢(¢?)] = 1 q.t.p. em T. Um exemplo ébvio de funcio interior é z.
Convidamos quem nos 1é a verificar os seguintes exemplos:

o ¢(z) = =22 onde zy € D é dado;

T 1-zp2?

[

e Y(z) =e &=, onde £ € T ¢ dado;

o produtos finitos de funcoes das duas formas acima.

Lema 3.1. Se ¢ € H? ¢é wma funcdo interior, entdo o operador de multiplicacdo
My : H* — H? definido por
Myf=¢-f, feH?,

¢ isométrico e, em particular, continuo.

Demonstracdo. Pela forma integral da norma dada em ,

1

1 7 , , ™ ,
012 = 5= [ loefePas = o= [ 170 = |1 fF,

ou seia, [Mof] = 1] -

Segue a prometida descricdo dos subespagos invariantes de M,. Tente enunciar (e
provar!) este resultado puramente em termos de sequéncias e perceba como seria dificil
determinar os subespacos invariantes de S sem sair do ambiente de 2. A demonstracio
que vamos apresentar foi extraida de [2].

Teorema 3.1 (Beurling). Os subespagos invariantes de M, em H? sio exatamente 0s
conjuntos da forma ¢ - H?, onde ¢ é uma funcdo interior. Além disso, ¢ € unicamente
determinada, a menos de constantes multiplicativas de modulo 1.

Demonstracio. Comegamos mostrando que que ¢ é essencialmente tnica. Suponha que
¢, sdo interiores e ¢H? = H? Em particular, ¢ € yH?, logo ¢ = g para alguma
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g € Hae, da mesma forma, ¢ = ¢h com h € H?. Q.t.p. no circulo unitdrio, 1/¢ = ¢ e
1/ = 4, logo
Y ¢

vop=-=hecH> e ¢pp=-=gc H>.
¢ (G
Isto é, tanto ¥¢ quanto ¢ sdo elementos de L? cujos coeficientes de Fourier de ordem
negativa sao todos nulos. Portanto, o tnico coeficiente de ¥¢ que pode ser nao nulo é
justamente o de ordem 0, mostrando que 1 = c¢ para algum ¢ € C. Além disso,

1 1
c:—/ cd&z—/ 62do = 1
21 J—x 21 J—x

e, entao, ¢ é unimodular.

Vejamos agora que ¢H? é subespaco invariante sempre que ¢ é interior. Temos

feoH? — 3he HE: f=oh
— M.f=z2f==z-(¢h) = ¢ (zh) € pH?

e, assim, M,(¢pH?) C ¢H? Para ver que ¢pH? é fechado, tome f = lim, .o fn, com
fn € ¢H? para todon € N e o limite sendo tomado na topologia de H2. Escreva f,, = ¢h,,
onde h,, € H?. Pelo Lema [3.1] ||, — k|| = || fn — fin|| €, portanto, a sequéncia (h,,) é de
Cauchy em H?, dado que (f,,) o é. Por completude, existe o limite h = lim,,_,«, h, €, pela
continuidade da multiplicacao por ¢,

n—o0o
Isto mostra que ¢pH? é fechado e conclui a primeira parte da demonstracao.

Agora, tome um subespago invariante V' de M,. Nosso objetivo é construir ¢ interior
satisfazendo V = ¢H?. Para comecar, suponha que M,V = V. Denote

no(f) =min{n € N : f(n) # 0},

ou seja, ng(f) é a ordem do primeiro termo nao nulo da série de poténcias de f. Tome um
h € V que minimiza ng entre os elementos de V. Pela hipotese M,V =V, h = M,g para
alguma g € V', logo ng(h) = ng(g) + 1. Dai ng(g) < ng(h), contrariando a minimalidade
de ng(h), o que dd uma contradigao. Assim, o que acabamos que mostrar é que M,V C V.

Uma vez que M,V é fechado e diferente de V', o complemento ortogonal de M,V em
V é nao trivial e podemos tomar ¢ € V N (M,V)* nio nulo. Dividindo pela norma, se
necessario, podemos tomar ¢ satisfazendo ||¢|| = 1. Para todo n > 1, (M,)"¢ pertence a
M.V e entao deve ser ortogonal a ¢, logo

1 0 . T 1 0 . —F 1 T . .
0= —/ eV (M,)"p(e?) df = —/ e¥)emdp(eif) df = —/ e)|?e= d6 .
[ ot LT a0 = o [ s(eyemgtam o = — [ [o(e”)
Assim, |¢|* é ortogonal a 2" em L? para todo n > 0. Tomando o conjugado nas igualdades
acima, segue que |¢|? é ortogonal a 2" também para n < 0. Desta forma, a expansio de
|¢|? em série de Fourier possui apenas o termo de ordem 0, que é constante. Ou seja,
|¢|? = ¢ q.t.p no circulo para alguma constante complexa c. O valor da constante é

Lo e 2
C=50 /_W|¢! ]l :
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o que mostra que ¢ é interior.

Nossa tarefa agora é mostrar que ¢H? = V. Como V é invariante por M., entdo
2"¢ = (M,)"¢ € V para todon € N. Por linearidade, V' deve conter todas as combinagoes
lineares de fungoes da forma 2"¢, ou seja pp € V para todo polinomio p. O fecho do
conjunto dos polinémios em H? é todo o H?, pela Proposicio [1.3] e, pela continuidade
de My, o fecho de {p¢ : p é polindomio} é ¢H?. Este fecho deve estar contido em V', que
¢ fechado. Concluimos que ¢H? C V e, para mostrar que estd inclusdo ¢ uma igualdade,
vamos ver que o complemento ortogonal de ¢H? em V ¢é trivial. Tome f € V ortogonal
a ¢H?. Por um lado,

n>0 — (£ ") = ;ﬁ 7 H(eGTT e 0 = (f, (M.)"6) s = 0.

Por outro lado, (M,)"f partence a M,V e é ortogonal a ¢, de forma que
— 1 T . —_—
R0 = (6,2 = o [ fe)o(e) e
T J—7

]. i ; O\ AN

= L e B a8 = (M. 0 = 0.

Ou seja f¢ é ortogonal a todas as funcoes €™, n € Z, logo deve ser o vetor nulo de L2
Portanto, f = 0. Segue que V N (¢H?)* = {0}, mostrando que pH? = V. |

3.2 Vetores ciclicos e a fatoragao canonica

Nosso préximo resultado é uma consequéncia do elegante Teorema de Beurling, que
acabamos de provar. Trata-se da fatoragdo candnica, que da uma mostra de como o
operador shift e o espaco H? sdo intimamente relacionados. Como veremos, todo elemento
do espaco de Hardy tem um fator interior, que da origem a um subespaco invariante de
M, e um fator ciclico com respeito a este operador.

Dados um espaco de Hilbert H e um operador linear continuo 7" em H, a Orbita de
um vetor x € H é o conjunto {x, Tx, T?x, T3z, ...}. Dizemos que x é um vetor ciclico
de T se o subespago vetorial gerado por sua érbita é denso em H. No caso particular em
que H = H? ¢ T = M, a 6rbita de uma fungao f é {z"f : n € N} e o subespaco que ela
gera é {pf : p polinémio}. Usaremos a notacao E; para o fecho deste subespaco, que é
o menor subespaco invariante de S que contém f. Portanto,

f é vetor ciclico de M, <= E; = H”.

Um exemplo imediato de funcdo ciclica é a constante 1, pois sua 6rbita consiste dos
mondmios, que geram linearmente todos os polinomios.

Teorema 3.2 (Fatoragdo candnica). Toda f € H? pode ser escrita como f = ¢ - F, onde
¢ ¢ interior e F' é vetor ciclico de M,. Os fatores ¢ e F' sdo unicos, a menos de constantes
multiplicativas unimodulares.

Demonstragio. Uma vez que E; é um subespago invariante de M,, E; = ¢H? para
alguma funcao interior ¢, pelo Teorema de Beurling. Em particular, f = ¢F para alguma
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F € H?. Vamos mostrar que F' é vetor ciclico de M,. Apelando novamente ao Teorema
de Beurling, Er = ) H? para alguma ) interior. Agora,

f=2"(9F) = ¢ (2"F)
e, tomando o fecho do subespaco gerado,
Ef = ¢Ep = ¢vH® - OH®=¢uH>.
Pela no Teorema de Beurling, ¢ deve ser uma constante unimodular. Logo, Er = H?, ou
seja, [ é ciclica.

Tendo obtido a existéncia da fatoracao, vejamos a unicidade. Para isto, suponha que
f = ¢F = G, com ¢, interiores e F, G ciclicas. Multiplicando por poténcias de z,
fazendo combinacdes lineares e tomando o fecho, temos

¢H? = ¢Ep = By = v Eg = v H?

e, novamente pela unicidade do Teorema de Beurling, ¢ = ¢y para algum c € T. [ |

Como exemplo, vamos mostrar que um polinémio é ciclico se, e somente se, ndo possui
zeros no disco unitario aberto. Se p é um polindmio com um zero zg € D, entao pf
. 2 ’ .
possui zero no mesmo ponto zy para toda f € H*, logo E, esta contido no subespaco
{g € H* : g(29) = 0}, que ¢ fechado e préprio. Assim, p ndo pode ser ciclico se tem zero
no disco unitario.

Caso contrario, fatoramos p(z) = C'-(z—A1)-...-(2—\,), com C constante e |\;| > 1,
e argumentamos por indugao. No caso n = 1, observe que
AN >1, fLE, , = fL1L(M ) (z=XA)=2"""-X\"VneN
— (f, 2" =X = f(n+1) = Af(n)=0VneN

= f(z) = f(0) Z fn=1)=> fON" = f=0,
n=1 n=0

0 que mostra que z — A é ciclico se |A\| > 1. Assim, z — Ay é ciclico. Supondo que
"2 (z = \j) é ciclico, observe que

p
=——(z— M\
P= G An)( )q
para todo polinémio ¢ e o conjunto {(z — \,) : ¢ polindémio} é denso, pois z, é ciclico.
Entao {pq : ¢ polindémio} também deve ser denso, mostrando a ciclicidade de p.

3.3 Mais sobre a fatoragao canoénica

Alguém que 1é estas notas poderia questionar a necessidade de H?(D) no nosso
tratamento do operador S e do Teorema de Beurling. De fato, tudo pode enunciado
e demonstrado apenas em termos de H?(T), ndo precisando recorrer ao uso de fungoes
holomorfas. Fechamos o minucurso enunciando alguns resultados que evidenciam a
utilidade da analise complexa neste estudo, dando caracterizagoes analiticas para fungoes
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interiores e exteriores. Ficara clara a impossibilidade de obter estas informacoes
puramente em termos de séries de Fourier.

Infelizmente nao teremos tempo de apresentar as devidas demonstragoes. Como
referéncia, deixamos [4, Chapter 2].

Um fator de Blaschke é uma funcao B, da forma

m/\—z

B)\(Z): Y 1—X27

zeD,

onde A € D é fixado. Aqui fazemos a estranha convencao de que |A|/A = 0 quando A = 0,
de forma que By(z) = z. A menos do produto por uma constante unimodular, um B) é o
automorfismo do disco unitario que envia A em 0 e vice-versa. A constante multiplicativa
tem o propésito de garantir que By (0) = |A|, o que é conveniente por razoes técnicas.

Um célculo imediato mostra que um fator de Blaschke é uma fungao interior, e portanto
produtos finitos destes fatores também sao interiores. Uma condigao necessaria e suficiente
para um produto de Blaschke infinito [];7; By ser bem definido como uma funcao em D
é que a sequéncia (\,) satisfaga a condi¢do de Blaschke:

S <

Teorema 3.3. A sequéncia de zeros de uma funcio ndio nula f € H? deve satisfazer a
condi¢do de Blaschke. Neste caso, o produto de Blaschke B correspondente a estes zeros
¢ uma funcao interior.

Por fim, toda funcgao interior pode ser escrita como um produto de Blaschke (que é 1,
caso nao haja zeros) e uma fungdo interior que nao se anula no disco unitario. Os fatores
sao unicamente determinados.

Uma funcao interior sem zeros no disco é chamada fungao interior singular. Este
termo tem sua origem em um conceito de teoria da medida: uma medida singular com
respeito a medida de Lebesgue normalizada em T, digamos p, ¢ uma medida no circulo
para a qual existe A C T de medida de Lebesgue nula tal que u(T\A) = 0. Em outros
termos, 1 “mora” em um conjunto de comprimento 0.

Teorema 3.4. Uma funcio h € H? é interior singular se, e somente se, é da forma

£+=
TE—2

para uma constante ¢ de modulo 1 e uma medida singular p.

h(z) = cexp (- du(§)> . z€T,

Os dois teoremas acima caracterizam todas as fungoes interiores. Fungoes ciclicas com
respeito a M, também possuem uma forma conhecida. Chamamos de fungao exterior
a toda funcdo F' € H? da forma

F(z)zcexp(l/:r ¢ +Zlog|f( w)|d6’> zeT. (6)

2m e —

onde c € T, f € L*(T) e log |f] ¢ integravel.
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Teorema 3.5. Uma funcdo pertencente a H* é vetor ciclico do operador M, se, e somente
se, € uma funcao exterior.

Concluimos que toda f € H? se decompde de forma essencialmente tinica como
f = B-h-F, onde B é o produto de Blaschke dos zeros de f, h é interior singular
e F' ¢é exterior. Esta estrutura multiplicativa permanece presente em outros espacos de
funcoes, como os outros espacos de Hardy H?, do qual H? ¢ um caso particular.

Encerramos este minicurso com o convite feito no subtitulo. Uma indicagao de leitura
¢ [1], referéncia padrao sobre os H? e outras classes de fungdes no disco. Em [4], além de
varios resultados adicionais mostrando a bela interacao entre anédlise complexa e teoria dos
operadores, pode ser encontrada uma bibliografia comentada para quem tiver curiosidade
de conhecer mais sobre o belo mundo dos espacos de fung¢oes holomorfas.
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