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e IR} = conjunto dos reais positivos ({x € R | x > 0});
e IN* := conjunto dos naturais sem o zero (IN \ {0});

@ IN := conjunto dos naturais com o zero (IN u {0}).



Capitulo 1 - Introducdo

Notavelmente, as opera¢des aritméticas, pelo menos com nimeros
naturais, se comportam da seguinte maneira:

Sejam n€ IN* e x € R. Entdo, a multiplicacdo e potenciacio de
X por n sao:

@ x-n=x+x+...+x (n copias de x);

@ x"=x-x-x...-x (n copias de x).
Observacio: ja assumimos a extens3o da multiplicagio e, mais
para frente, potencia¢do, para nameros reais.



Definicdo 1.1.

E com intencdo de “continuar” essa recursdo, que se definiu:

Sejam neIN* e x € R}. Ent3o, a tetracdo de x por n é dada por:

X

-
Ny = [ x*

n
Em que ha n coépias de x, incluindo a base. Aqui, utilizamos os
parénteses e o subindice para indicar o niimero de cépias do namero
que esta sendo elevado a si mesmo continuamente.

Também nos referimos a esse nimero como x tetrado a n, ou a
n-ésima tetracdo de x.



O
Hiperopera¢des usuais

Com intuito de formalizar a recursio existente nas operacbes
aritméticas usuais nos nimeros naturais, estabelecemos as
hiperoperacdes:

Cada operacio da familia de operacdes do préximo slide é dita uma
n-hiperoperacio para algum n e IN*, chamada de H,,.




Hi: IN*xIN* — IN*
(a,b) +— a+b

Hy: IN* xIN* —s IN*
(a,b) +— a-b=(a+a+...+a)

Hsy: N*xIN* — IN*
(a,b) +— aP=(a-a-...-a),

Hy: IN*xIN* — IN*

a

(a,b) > Pa=(a"" )y

Em geral, para todo ne IN*:

Hpii: N*xIN* — IN*
(a,b) +— (Hn(a,Hn(a,Ho(...Hp(a,2)..))))p



Propriedades algébricas

Notavelmente, a soma e a multiplicacdo satisfazem propriedades
algébricas como:

Associatividade ((a+b)+c=a+ (b+¢));
Comutatividade (a+ b= b+ a);
Elemento neutro (a+0 = a);

Elemento oposto (a+ (-a) =0);
Distributiva (a(b+c) = ab+ ac).
No entanto, a potenciagdo, operagdo gerada a partir da

“continuacdo” recursiva dessas operacdes, ndo satisfaz essas
propriedades.



O
Falhas algébricas

N&do comutativa:
32=928=2% 32223
N3o associativa:
(22)3 023 _ 96 98 _ 2(23) (22)3 + 2(23).
N3o distribui sobre a multiplicacio:
2232204252023 2(22).(2%) 2732 (22) . (2%).

Ha elemento neutro, mas apenas a direita e ainda € o mesmo da
multiplicacdo:

xl=x v¥xeR 13=123=3" .13:3%



Concluindo

Uma vez que potenciacdo ndo satisfaz varias propriedades
algébricas desejaveis, muito menos as hiperoperacdes subsequentes
satisfardo tais propriedades.

Com isso em mente, o objetivo desse trabalho & encontrar uma
operac3o que, obtida de uma recursdo natural, distribua sobre a
multiplicacdo e satisfaca propriedades algébricas desejaveis, da
mesma forma que acontece com a multiplicacio em relacdo a soma.



Capitulo 2 - A 12 Hiperoperacio -

Definicdo 2.1.
Seja S um conjunto. Qualquer fun¢io

+:SxS5S-> S

E dita uma operacdo binaria em S. Nesse caso, iremos denotar,
para quaisquer a,b€ S: *(a,b) :=ax b.




Objetivo

Queremos encontrar uma operacdo binaria * em IR que satisfaca as
seguintes propriedades:

@ * & comutativa;

@ x é associativa;

@ x distribui sobre a multiplicaco;

@ x & continua (com a topologia usual);

@ x possui elemento neutro;

@ x & inversivel (com excegdo do namero 1).

Tendo esse objetivo em mente, o autor conseguiu “enxuga-los’ o
maximo possivel de maneira a determinar, univocamente, uma
expressdo para essa operacdo. Isso é garantido pelo Teorema a
seguir.



Definicdo 2.2.

Seja b e R}. Definimos a fun¢do exponencial de base b como:

exp: R — R

x +— b

Caso b # 1, ao restringir o contradominio a imagem IR}, denotamos
sua inversa como log,.



Teorema 2.3.

Seja * uma operacdo binaria em IR. Seja f uma fungio tal que:

f: R? — R
(x,y) — xxy.
Suponha que * satisfaz as seguintes propriedades:
@ x distribui A direita sobre a multiplicacdo. Isto &,
(x-y)*z=(x*z)-(y*z) Vx,y,z€eR;
@ x é continua na primeira variavel. Isto &, para todo yp € R, a
funcdo dada por gy, (x) = f(x,y0) € continua;
@ Ha um elemento neutro a esquerda b e R} \ {1}. Isto &,
bxx=x VxelR;:
@ Operar com 1 a esquerda resulta em 1. Isto §,
1xx=1 VYxelR.
Sob tais hipéteses:

x *y =expy(logy(x) -logy(y))  Vx,y e R}



|deia da Demonstracdo

Inicialmente, dados x,y € R, a ideia é provar que
f(x",y)=(f(x,y))" VreR.

Para isso, prova-se que a afirmac3o & verdadeira em IN,Z e Q
(utilizando as hipéteses de propriedades algébricas). Como vale em
Q, ao utilizar a hipétese de continuidade, prova-se que a afirmacio

vale em R.
Escreve-se x = b'°8(*)  Logo, utilizando a afirmaco:

f(x,y) = F(%0), y) = (F(b, )"0 = ylog),
Assim, conclui-se:

xxy=1f(x,y) = y'80) = ploes)108:() = exp, (log, (x) - logy(y))-



eSS
Definicdo 2.4.

Seja be R~ {1}. A (1)-hiperoperagdo exponencial de base b é
dada por:

*pt R_T_ X R_T_ - Ri
(x,¥) = xxpy=expy(logy(x) - logs(y)).
Vamos ver, daqui a pouco, que os nimeros reais positivos com essa

operacdo e a multiplicacdo formam uma estrutura algébrica bem
forte!



Definicdo 2.5.

Sejam K, IL corpos ordenados pelas relagdes <, <.
respectivamente. Um isomorfismo ordenado entre K e IL é um
isomorfismo ¢: K — IL tal que:

a<g b = ¢(a) <p ¢(b) Va,beK.



Definicdo 2.5.

Sejam K, I corpos. Quando ¢:IK — IL for um isomorfismo,
denotamos:

Kz, L

Quando K, IL forem corpos ordenados, e ¢ for um isomorfismo
ordenado, denotamos:

K=, L.



Teorem

Seja be R\ {1}. Entdo, (IR},, *,) & um corpo. Mais ainda,

(]R + )—epr (]R+7 ) )

Dizemos que (IR%,-, *p) & 01° corpo exponencial de base b.




|deia da Demonstracdo

As propriedades relativas & multiplicacdo sdo automaticamente
satisfeitas, pois a multiplicagdo usual em R} o faz um grupo
abeliano.

Para as propriedades relativas a operacdo *p, prova-se
tranquilamente que ela é associativa e comutativa.

A distributividade e elemento neutro b, utilizando a comutatividade,
sdo propriedades automaticamente satisfeitas por construcio.

O inverso de x € R}, com x # 1, é dado por X = exp, (;)

_ _ log,(x)
Para o isomorfismo, basta notar que, por definicio da operacdo

expp(Xx) *p expy(y) = expy(x-y).



Teorema 2.6.

Seja be R \ {1}. Ent3o,
@ Se b>1, entdo, (R}, *p,<) é corpo ordenado e
(]R7 +, S) = (IR-L 5 *by S);
@ Se 0< b<1, entdo, (R}, *p,>) é corpo ordenado e
(R7 +, S) = (R-T-v Y Z)
Ideia da Demonstracado: Notar que exp, é isomorfismo de ordem,

sendo crescente quando b > 1 e decrescente 0 < b < 1 (portanto,
invertendo a relagdo de ordem nesse caso).



Capitulo 3 - As outras hiperoperacdes exponenciais

Tendo em vista os isomorfismos de ordem gerados pelas funcdes
exponenciais de base b € R \ {1}, pensamos em esquematizar uma
“continuacdo” desse proceso. Ao tentar “induzir’ o mesmo
isomorfismo, aplicando exp, em IR}, construimos uma nova
hiperoperacio exponencial e um novo corpo. Isso é visto na
Proposicdo a seguir.



Seja be (1,00). Seja K cRY um corpo tal que
(]R-T—v K >(_b) E'epr (]I(a *b; <>b)

Sob tais hipéteses:

x Opy = expp(logy(x) *plog,(y)) Vx,ye(1,00).



Pensamento Recursivo

Tendo em vista a altima Proposicdo, notamos que as
hiperoperacdes exponenciais estudadas até agora apresentam
comportamento recursivo, pois, para quaisquer x,y € (1,00), temos:

® x -y =expp(logy(x) +log,(y)):
® xxpy =expy(log,(x) -logy(y));
o x Opy =expy(logy(x) *plogs(y)).
Essa recursdo motiva a definicdo estabelecida no préximo slide.



L
Definicdo 3.1.

Sejam be Ri~ {1} ene Nu{-1}. A
n-ésima hiperoperacdo exponencial de base b é definida por:

xpy=x+y Vx,yeR, sen=-1,
x -1y = expy(logy(x) T  log,(y)) Vx,y e K, se ne N.

O conjunto de todos os valores em que -} esta bem definida é
denotado por K.

KJ x K= {(x,y) e R? | x -] y esta bem definido}.



O
Proposicdo 3.2.

Sejam be (1,00) e n€ IN*. Ent3o:

Kt': = (n_2b7 00).

(Lembre-se que ™b denota a m-ésima tetra¢do de b.)

Ideia da Prova: Fazer inducio em n, lembrando que ~'b =0 para
o passo base. Para o passo indutivo, perceba que, pelo fato de exp,

ser crescente e Continuaz,
epr(("_zb, )) = (bn— b, b>) = (”_1b, 00).



Corolario 3.3.

Sejam be (1,00) e n€ IN*. Ent3o:
Q K c KY;
Q@ K[! =exp,(K]) ou, equivalentemente, log,(K/™!) = K[;
© A operagdo -} esta bem definida em K| (isto &,
x-pyeK)] Vx,yeK}).




Teorema 3.4.

Sejam ne€IN e be (1,00). Entdo, a quadrupla a seguir & um corpo
ordenado:
(ang_lv'gvg)'

O chamamos de n-ésimo corpo exponencial de base b.
Ideia da Demonstracio:

Utilizando os dois resultados anteriores, fazer indugdo em n,
notando que para n =0 essa quadrupla é o corpo ordenado dos
ndmeros reais.



Corolario 3.5.

Sob as hipéteses do Teorema anterior, temos os seguintes
isomorfismos de ordem:

(Kl';a '2_17 'Za S) Zexpy, (K[;H—la 'Zv 'Z+17 S);

(]Ra +, S) EGXPZ (Kga 'Z_la 'Z; S)'

Em que exp} é a n-ésima composicdo de exp, com si mesma
(exp} = exppo...0exp, com n cépias de expy).



Capitulo 4 - Pseudomorfismos _

Tendo em vista a sequéncia de isomorfismos gerados por um corpo
e uma Gnica fun¢do (naquele caso, exp,), pensamos em generalizar
essa ideia para um corpo K qualquer, e alguma fungio ¢: K - K.



Definicdo 4.1. _

Seja (K, +,-) um corpo. Um pseudomorfismo sobre KK é uma
funcdo injetiva ¢: K - K tal que

p(a+b)=p(a) -¢(b) Va,bekK.

Observacdo: Se Ok ¢ p(KK), entdo ¢: (K, +) - (K*,-) € um
homomorfismo de grupos injetor.



Definicdo 4.2.

Seja (K, +,-) um corpo e ¢ um pseudomorfismo sobre K.
Definimos, em ¢(IK), as seguintes operacdes, as quais nos
recorreremos como pseudo-operacdes sobre K:

o Pseudossoma: a@® b= p(p1(a) + ¢ 1(b));
o Pseudoproduto: a® b= p(p~1(a) ¢ 1(b)) Va,bep(K).

Observacio: Pela injetividade de ¢, denotamos, para cada
yep(K), ¢ 1(y) como sendo o elemento de ¢ ({y}).

Com esse conceito, é possivel provar um resultado que generaliza
Teorema 2.5. O resultado se encontra no préximo slide.



Teorema 4.3.

Seja (K, +,-) um corpo e ¢ um pseudomorfismo sobre K. Ent&o,
(¢(K),®,®) & um corpo (em que &, ® denotam a pseudossoma e
pseudoproduto respectivamente). Mais ainda,

(]K’ +, ) Zp (QO(K)’ o, Q)'

Nesse caso, dizemos que ¢(IK) é o corpo imagem de ¢ sobre K.

Com esse resultado, sempre é possivel construir um corpo isomorfo,
possivelmente novo, utilizando um pseudomorfismo.



Definicdo 4.4. _

Seja (K, +,-,<) um corpo ordenado. Um pseudomorfismo ordenado
sobre K & um pseudomorfismo sobre KK que preserva a relacdo de
ordem usual de K. Isto &, para quaisquer a, b € K, temos:

a<b = ¢(a) <e(b).



Teorema 4.5.

Seja (K, +,-,<) um corpo ordenado qualquer e ¢ um
pseudomorfismo ordenado sobre K. Ent3o, com as
pseudo-opera¢des usuais, (¢(IK),®,®,<) é um corpo ordenado.
Mais ainda,

(K, +,-,<) =, (¢(K),®,0,<).

Com esse resultado, sempre é possivel construir um corpo ordenado
(com a mesma relagdo de ordem) que é ordenadamente isomorfo,
possivelmente novo, utilizando um pseudomorfismo ordenado.



Teorema 4.6.

Sejam K um corpo, ¢ um pseudomorfismo sobre K, e ne IN*.
Ent3o, ¢ é um pseudomorfismo sobre ¢ (IK).

Mais ainda, ¢"(K), com as pseudo-opera¢des geradas por ¢ sobre
¢ }(K), & um corpo.

Observacao: utilizamos a notagdo ™ como sendo, para me N, a
m-ésima composicio de ¢ com si mesma, e ¢° = Idi.



Definicdo 4.7. _

Seja (K, <) um corpo ordenado.
Um intervalo aberto em K é um conjunto da seguinte forma:

(a,b)k ={xeK|a<x<b}.

A topologia da ordem de K é a topologia para K gerada pelos
intervalos abertos de K. Notacdo: Ok.




Lema 4.8. _

Sejam (K, +,-,<) e (L, ®,®, <,) corpos ordenados quaisquer tais

que K =¢ IL. Ent3o, f é continua com as topologias Ok e O..

Consequentemente, pelo Teorema 4.5, todo pseudomorfismo
ordenado ¢ sobre K é continuo com a topologia Ok.



Teorema 4.9.

Seja ¢ um pseudomorfismo ordenado sobre (IR, +,-,<). Ent3o,
© = expy, para algum be (1, 00).

Ideia da Demonstracido: Parecida com a demonstracio do
Teorema 2.3. Dessa vez, a ideia é provar que, para todo g € Q:

e(q) = (p(1))7.

Utilizando a continuidade do pseudomorfismo ordenado, provar que
a afirmacdo acima também vale para todo g € R.
Sendo b = (1), prova-se que b>1, e:

o(x) = b =expp(x) VxeR.



Conclusio

Foi um trabalho extremamente satisfatério, pois, além de
conseguirmos determinar uma recursio natural para as opera¢des
que preservam propriedades algébricas fortes, conseguimos provar
que, em IR, essa recurs3o é unica e, além disso, generalizar essa
maneira de recursdo para corpos quaisquer.



L
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