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Nesta apresentacdo queremos classificar, a menos de isomorfismos, as algebras
de Lie, Leibniz e Jordan de dimensdes um e dois sobre um corpo K qualquer, em
particular, se tratando da algebra de Jordan, sobre corpo de caracteristica diferente

de 2.
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Algebra de Lie

Algebra de Lie

Definicdo

Dizemos que L é uma algebra de Lie se, para todos x, y,z € £ valem:
(i)x?> = 0 (anticomutatividade);

(ii)(xy)z + (yz)x + (2x)y = 0 (identidade de Jacobi).
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Algebra de Lie

Algebra de Lie

Definicdo

Dizemos que L é uma algebra de Lie se, para todos x, y,z € £ valem:

(i)x?> = 0 (anticomutatividade);

(ii)(xy)z + (yz)x + (2x)y = 0 (identidade de Jacobi).

Definicdo
Dizemos que A é algebra Derivada, denotada por A®®, quando é a algebra
gerada por todas as multiplicacdes, isto é,

AR = ({xy;x,y € A}).
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Algebra de Lie

Algebra de Lie

Seja A uma algebra de Lie sobre K.

Suponha dim(A) = 1. Seja A = span{e;}. Entdo, como A ¢é Lie, temos e;e; =0
e todo elemento x de A se escreve como x = «e;. Dai, A é isomorfa a algebra
trivial.
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Algebra de Lie

Algebra de Lie

Seja A uma algebra de Lie sobre K.

Suponha dim(A) = 1. Seja A = span{e;}. Entdo, como A ¢é Lie, temos e;e; =0
e todo elemento x de A se escreve como x = «e;. Dai, A é isomorfa a algebra
trivial.

Teorema
Toda algebra de Lie, £ tal que £2 # 0, de dimens3o 2 é isomorfa aquela na qual
€16 = 6.
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Algebra de Lie

Algebra de Lie

Demonstracdo.

Sejam A = span{ej, e} e L = span{my, m,} algebras de Lie tais que e;e; = e e
L2 +£0.

Como L é Lie, temos m? = m3 =0 e mymy, = aymy + apm,

Suponha a; # 0 e ap # 0. Seja LB®) = ({xy;x,y € L}) . Temos que

dim(£®) < ( dimiL) ) 1

Temos, entdo, dois casos:

(i) Se dim(L®) = 0, entdo xy = 0,Vx,y € L®), mas como £2 # 0, por
hipétese, temos que dim(L?)) # 0.
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Algebra de Lie

Demonstracdo.

(ii) dim(L®) = 1. Seja x = aymy + axmy e y = Bimy + Bams. Dai,

Como L® = span{xy; x,y € L}, temos que L® = span{m;m,}.

Dai, L = span{ri;, m,} onde My = mym, e i é tal que {ri;, My} sdo linearmente
independentes.
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Algebra de Lie

Algebra de Lie

Demonstracdo.

Como iy rfi, € L3 temos
fﬁlfﬁ2 = xmimy = Oéfﬁg
Seja, agora, L = span{ngll, i, } onde M = a1y Dai,
n%1m2 = Mm =« Oél'ﬁz = I’ﬁQ

Donde segue que A= L ]
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Algebra de Leibniz

Algebra de Leibniz

Dizemos que uma algebra L sobre um corpo K é uma algebra de Leibniz se
satisfaz a identidade de Leibniz, dada por

(xy)z = (x2)y + x(yz),Vx,y,z € L.
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Algebra de Leibniz

Algebra de Leibniz

Dizemos que uma algebra L sobre um corpo K é uma algebra de Leibniz se
satisfaz a identidade de Leibniz, dada por
(xy)z = (x2)y + x(yz),Vx,y,z € L.

Note que Lie = Leibniz. De fato, se A & Lie ent3o pela identidade de Jacobi
para x,y,z € A, temos que

(xy)z + (yz)x + (2x)y =0,
usando a anticomutatividade temos

(xy)z — x(yz) — (xz)y = 0.
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Algebra de Leibniz

Seja L algebra de Leibniz n3o Lie sobre um corpo K.

Suponha dim(L) = 1. Seja a € L, como L n3o é Lie, temos a® # 0, dai, existe
€ K* tal que a®> = [3a. Pela identidade de Leibniz temos que

(aa)a = (aa)a + a(aa) < 0 = [(aa)

donde segue que a®> = 0, o que é uma contradicdo. Portanto, a algebra de
Leibniz de dimens3o 1 é a algebra de Lie de mesma dimensao.
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Algebra de Leibniz

Algebra de Leibniz

Teorema

As algebras de Leibniz bidimensionais, tais que L? # 0 s3o isomorfas a:
Ay = span{x,y}; xy = x = —yx

As = span{x,y};xx =y

Ay =span{x,y}ixx =y,yx =y
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Algebra de Leibniz

Demonstracdo.

Suponha dim(L) = 2. Se L for Lie, entdo vimos anteriormente que L = A,.

Suponha entdo que L é n3o Lie. Dai, existe x € L ndo nulo tal que x? # 0 donde
segue que existe 3 € K* tal que x> = Sx.

Seja y = x?, temos que L = span{x, y}. Dai, pela identidade de Leibniz y* = 0.
Ainda,
(xx)x = x(xx) + (xx)x < xy = 0.

Suponha que existem a, b € K tais que yx = ax + by. Dai,

(xy)x = (xx)y + x(yx) = yx = by.
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Algebra de Leibniz

Demonstracdo.
Temos, entdo, dois casos:

(i) Se b= 10, L & isomorfa a algebra A3 = span{x, y} tal que y> = xy = yx =0

ex?=y.

(i) Se b # 0, dai, L = span{x, y}, onde y = b~y é tal que y?> = xy = 0,
gx =y ex?=y, éisomorfa a A,.
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Algebra de Jordan

Algebra de Jordan

Definicio
Dizemos que J é uma algebra de Jordan se é uma algebra comutativa e

satisfaz que
(y)x* = x(yx?).

Juliana Medeiros Barbosa XI Bienal de Matematica - Sao Carlos/SP



Algebra de Jordan

Algebra de Jordan

Definicio

Dizemos que J é uma algebra de Jordan se é uma algebra comutativa e
satisfaz que

(xy)x® = x(yx?).

Suponha J = span{e;} tal que e;e; = ave; com « # 0. Verificamos que qualquer
« € K satisfaz a propriedade (xy)x?® = x(yx?).

Dai, dadas duas algebras de Jordan J = (e;) e J = (my), com J> #0 # J? e
produtos e;e; = ae; € mymy = Bmy , com «, 3 # 0, elas sdo sempre isomorfas,
basta tomar a mudanca de base dada por m; = %ml.
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Algebra de Jordan

Lema

Seja D uma éalgebra de Jordan sobre um corpo K de caracteristica diferente de
2, tal que D? # 0. Se {u, u?} & um conjunto linearmente dependente para todo
u € D, entdo existe um anico homomorfismo de K-algebras ¢ : D — K tal que
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Algebra de Jordan

Algebra de Jordan

Demosntracio.

Seja u € D — {0}, temos que {u, u?} &€ L.D., tal que existe 1)(u) € K satisfazendo
u? = ¢(u)u. Defina ¢)(0) = 0. Mostremos que D — K & homomorfismo.

a)SejaueDeacK. Seu=0o0ua=0,temos que ¢(au) = ap(u). Suponha
u#0ea+#0,dai

Y(ow)(au) = (au)’ = a®u® = a®y(u)u,

logo

P(aw) = ap(u).
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Algebra de Jordan

Algebra de Jordan

Demosntracdo.
b) Sejam u,v € D.

(i) Se {u, v} é L.D., entdo suponha, sem perda de generalidade, que v # 0. Temos
que Ja € K tal que u = av e segue pelo item a) que (u + v) = (u) + ¥(v).

(i) Se {u,v} é L.l., entdo u+ v € D — {0}. Dai,
Y(u+v)(u+v) = v+ 2uv +v? = P(u)u + 2uv + P(v)v

Y(u—v)(u—v)=uv?—2uv+ v =(u)u—2uv + P(v)v
(W(u+v)+Y(u—v))u+ (P(u+v) —Y(u—v))v =2¢(u)u+ 2¢(v)v
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Algebra de Jordan

Temos:
{w(w v) + (= v) = 20(u)
B+ v) — b{u— v) = 20(v).
Dai, como charK # 2, temos que (u + v) = ¥(u) + ¢(v).
c) Resta mostrar que ¥ (uv) = ¥ (u)(v). Sejam u, v € D, temos que,
P(u)u+P(u)v + O(V)u+ (v)v = d(u+ v)(u + v) = Y(u)u+ 2uv + P(v)v,

dai
2uv = YP(u)v + P(v)u.
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Algebra de Jordan

Algebra de Jordan

Demonstracio.

Dai, como charK # 2, temos que

9(uv) = Y5 60}y + ¥(v)u)) = S (L)) + B )P(w))

Como D é Jordan, e em particular, comutativa, segue

(uv) = ¢(u)ip(v).
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Algebra de Jordan

Algebra de Jordan

Teorema

Seja J uma éalgebra de Jordan bidimensional, sobre um corpo K de caracteristica
diferente de 2. Se J2 # 0, entdo J é isomorfa a uma das algebras a seguir:

(i) N = span{e;, &} tal que €2 = ey e €2 = 1, = e&r6, = 0;
(i) M = span{e;, e} tal que e = e; e €3 = 0 = e1& = evey;
(i) My = span{e;, e} tal que €2 = e, , €5 = ey € €16 = 261 = &;

(iv) D, = span{e;, e} tal que e = e, €2 =0 e ey = 261 = 1e.
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Algebra de Jordan

Demonstracio.

Seja J algebra de Jordan bidimensional tal que 72 # 0. Temos dois casos:

Caso 1: Suponha que {u, u?} & linearmente independente. Dai, J = span{u, u?}.
Sejam «, B € K tais que v = au® + Bu. Temos 3 casos:

(i) Se a = B =0, temos u® = 0. Dai, J é isomorfa a N.

(i1) Suponha, sem perda de generalidade, que o # 0 e 83 = 0. Se v = a !y,
temos

vi=a? = avta = V2
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Algebra de Jordan

Algebra de Jordan

Demonstracio.

Dai, J = span{v, v?} faca a mudanc¢a de base onde w; = v? e wp = v — v.

Temos que J = span{wy, wy} e ¢ : J — M definida por ¢)(wy) = ¢; e

(wn) = e, é isomorfismo.

(i) Se B # 0, segue que 1 = —afBtu + 5—152_ Dai J = span{l,u}. Se
w = u— 51 temos que w? = )\1, onde A\ = 3+ &=, Dai, J = span{1,w}. Logo,
¢ T — M, tal que ¢(1) = e, e ¢(w) = e, é isomorfismo.

Juliana Medeiros Barbosa XI Bienal de Matematica - Sao Carlos/SP 24/



Algebra de Jordan

Algebra de Jordan

Demonstracdo.

Caso 2: Se {u, u?} é linearmente dependente, para todo u € J, pelo Lema existe
anico homomorfismo ¢ : 7 — K tal que u? = ¢(u)u.

Note que ¢» # 0, pois J2 # 0. Dai, existe v € J tal que ¢(v) # 0, entdo 1 é
sobrejetora.

Mas como dim(J) > dim(K) = 1, temos que ¢ ndo € injetora.

Logo, Kery) # {0}, dai existe ¥ € J* tal que ¥(V) = 0. Ainda, como ¥(v) # 0

existe u € j tal que 9(u) 7é 0.
Seja il = ¢( L Note que &% = 0.
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Algebra de Jordan

Demonstrac3o.

Seja J = span{i, }. Note que 02 = ¢)(¥)? = 0 temos

2 — (0)a + 200.

<>

(04 0)* = 0%+ 240 +
Por outro lado, como 1 é homomorfismo, segue que
(0+0)* = (a+ 0)p(a+0) = (a+ 0)((8) + (V).
Ainda

1 1
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Algebra de Jordan

Demonstracio.

E como (V) = 0 e char(K) # 2, temos que

av = -v.

~— N =

Dai, ¢ : J — D, tal que ¢(id) = e; e ¢p(V
Note que N, M,M, e D, n3o sdo duas a duas isomorfas.
Vejamos quando M, e M,/ sdo isomorfas.

= e, é isomorfismo.
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Algebra de Jordan

Algebra de Jordan

Demonstracio.

Seja ¢ : My — M, isomorfismo. Seja u) = e,. Note que e; é a unidade de M,,
dai o(e;) = e;. Ainda, Ja, B € K com 3 # 0 tais que

o(ae; + fe) = uy = e;.
Dai,
plae + fer) = (o2 + F2)p(er) + 2aBp(e) = & = Nop(en)

etemosque a =0e A=\
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Referéncias

© De Melo Janior, A. F. Identidades polinomiais para as algebras de Leibniz
de dimensdo menor ou igual a 3. Dissertacio de Mestrado, Instituto de
Matematica e Estatistica, UFBA, Salvador, 2017.

@ Diniz, D., Goncalves, D. J., da Silva, V. R. T., Souza, M. Two-dimensional
Jordan algebras: Their classification and polynomial identities. Linear Algebra
and its Applications, 664, 104-125, 2023.

Juliana Medeiros Barbosa XI Bienal de Matematica - Sao Carlos/SP



Algebra de Jordan

Obrigadal
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