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Objetivo

Nesta apresentação queremos classificar, a menos de isomorfismos, as álgebras
de Lie, Leibniz e Jordan de dimensões um e dois sobre um corpo K qualquer, em
particular, se tratando da álgebra de Jordan, sobre corpo de característica diferente
de 2.
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Álgebra de Lie

Definição
Dizemos que L é uma álgebra de Lie se, para todos x , y , z ∈ L valem:

(i)x2 = 0 (anticomutatividade);

(ii)(xy)z + (yz)x + (zx)y = 0 (identidade de Jacobi).

Definição

Dizemos que A é álgebra Derivada, denotada por A(2), quando é a álgebra
gerada por todas as multiplicações, isto é,

A(2) = ⟨{xy ; x , y ∈ A}⟩.
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Álgebra de Lie

Seja A uma álgebra de Lie sobre K.

Suponha dim(A) = 1. Seja A = span{e1}. Então, como A é Lie, temos e1e1 = 0
e todo elemento x de A se escreve como x = αe1. Daí, A é isomorfa à álgebra
trivial.

Teorema
Toda álgebra de Lie, L tal que L2 ̸= 0, de dimensão 2 é isomorfa àquela na qual
e1e2 = e2.
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Álgebra de Lie

Demonstração.
Sejam A = span{e1, e2} e L = span{m1,m2} álgebras de Lie tais que e1e2 = e2 e
L2 ̸= 0.

Como L é Lie, temos m2
1 = m2

2 = 0 e m1m2 = α1m1 + α2m2

Suponha α1 ̸= 0 e α2 ̸= 0. Seja L(2) = ⟨{xy ; x , y ∈ L}⟩ . Temos que

dim(L(2)) ⩽

(
dim(L)

2

)
= 1.

Temos, então, dois casos:

(i) Se dim(L(2)) = 0, então xy = 0,∀x , y ∈ L(2), mas como L2 ̸= 0, por
hipótese, temos que dim(L(2)) ̸= 0.
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Álgebra de Lie

Demonstração.

(ii) dim(L(2)) = 1. Seja x = α1m1 + α2m2 e y = β1m1 + β2m2. Daí,

xy =
2∑

i ,j=1

αiβjmimj

Como L(2) = span{xy ; x , y ∈ L}, temos que L(2) = span{m1m2}.
Daí, L = span{m̂1, m̂2} onde m̂2 = m1m2 e m̂1 é tal que {m̂1, m̂2} são linearmente
independentes.
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Álgebra de Lie

Demonstração.

Como m̂1m̂2 ∈ L(2) temos

m̂1m̂2 = αm1m2 = αm̂2

Seja, agora, L = span{ ˆ̂m1, m̂2} onde ˆ̂m1 = α−1m̂1. Daí,

ˆ̂m1m̂2 = α−1m̂1m̂2 = α−1αm̂2 = m̂2

Donde segue que A∼= L
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Álgebra de Leibniz

Definição
Dizemos que uma álgebra L sobre um corpo K é uma álgebra de Leibniz se
satisfaz a identidade de Leibniz, dada por

(xy)z = (xz)y + x(yz),∀x , y , z ∈ L.

Note que Lie ⇒ Leibniz. De fato, se A é Lie então pela identidade de Jacobi
para x , y , z ∈ A, temos que

(xy)z + (yz)x + (zx)y = 0,

usando a anticomutatividade temos

(xy)z − x(yz)− (xz)y = 0.
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Álgebra de Leibniz

Seja L álgebra de Leibniz não Lie sobre um corpo K.

Suponha dim(L) = 1. Seja a ∈ L, como L não é Lie, temos a2 ̸= 0, daí, existe
β ∈ K∗ tal que a2 = βa. Pela identidade de Leibniz temos que

(aa)a = (aa)a + a(aa) ⇔ 0 = β(aa)

donde segue que a2 = 0, o que é uma contradição. Portanto, a álgebra de
Leibniz de dimensão 1 é a álgebra de Lie de mesma dimensão.
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Álgebra de Leibniz

Teorema
As álgebras de Leibniz bidimensionais, tais que L2 ̸= 0 são isomorfas a:

A2 = span{x , y}; xy = x = −yx

A3 = span{x , y}; xx = y

A4 = span{x , y}; xx = y , yx = y
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Álgebra de Leibniz

Demonstração.
Suponha dim(L) = 2. Se L for Lie, então vimos anteriormente que L ∼= A2.

Suponha então que L é não Lie. Daí, existe x ∈ L não nulo tal que x2 ̸= 0 donde
segue que existe β ∈ K∗ tal que x2 = βx .

Seja y = x2, temos que L = span{x , y}. Daí, pela identidade de Leibniz y 2 = 0.
Ainda,

(xx)x = x(xx) + (xx)x ⇔ xy = 0.

Suponha que existem a, b ∈ K tais que yx = ax + by . Daí,

(xy)x = (xx)y + x(yx) ⇒ yx = by .
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Álgebra de Leibniz

Demonstração.
Temos, então, dois casos:

(i) Se b = 0, L é isomorfa à álgebra A3 = span{x , y} tal que y 2 = xy = yx = 0
e x2 = y .

(ii) Se b ̸= 0, daí, L = span{x , ŷ}, onde ŷ = b−1y é tal que y 2 = xŷ = 0,
ŷ x = y e x2 = y , é isomorfa à A4.
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Álgebra de Jordan

Definição
Dizemos que J é uma álgebra de Jordan se é uma álgebra comutativa e
satisfaz que

(xy)x2 = x(yx2).

Suponha J = span{e1} tal que e1e1 = αe1 com α ̸= 0. Verificamos que qualquer
α ∈ K satisfaz a propriedade (xy)x2 = x(yx2).
Daí, dadas duas álgebras de Jordan J = ⟨e1⟩ e J = ⟨m1⟩, com J2 ̸= 0 ̸= J 2 e
produtos e1e1 = αe1 e m1m1 = βm1 , com α, β ̸= 0, elas são sempre isomorfas,
basta tomar a mudança de base dada por m̂1 =

α
β
m1.
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Álgebra de Jordan

Lema
Seja D uma álgebra de Jordan sobre um corpo K de característica diferente de
2, tal que D2 ̸= 0. Se {u, u2} é um conjunto linearmente dependente para todo
u ∈ D, então existe um único homomorfismo de K-álgebras ψ : D → K tal que

u2 = ψ(u)u.
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Álgebra de Jordan

Demosntração.

Seja u ∈ D−{0}, temos que {u, u2} é L.D., tal que existe ψ(u) ∈ K satisfazendo
u2 = ψ(u)u. Defina ψ(0) = 0. Mostremos que D → K é homomorfismo.

a) Seja u ∈ D e α ∈ K. Se u = 0 ou α = 0, temos que ψ(αu) = αψ(u). Suponha
u ̸= 0 e α ̸= 0, daí

ψ(αu)(αu) = (αu)2 = α2u2 = α2ψ(u)u,

logo
ψ(αu) = αψ(u).
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Álgebra de Jordan

Demosntração.
b) Sejam u, v ∈ D.
(i) Se {u, v} é L.D., então suponha, sem perda de generalidade, que v ̸= 0. Temos
que ∃α ∈ K tal que u = αv e segue pelo item a) que ψ(u + v) = ψ(u) + ψ(v).

(ii) Se {u, v} é L.I., então u + v ∈ D − {0}. Daí,

ψ(u + v)(u + v) = u2 + 2uv + v 2 = ψ(u)u + 2uv + ψ(v)v

ψ(u − v)(u − v) = u2 − 2uv + v 2 = ψ(u)u − 2uv + ψ(v)v

(ψ(u + v) + ψ(u − v))u + (ψ(u + v)− ψ(u − v))v = 2ψ(u)u + 2ψ(v)v
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Demosntração.
Temos: {

ψ(u + v) + ψ(u − v) = 2ψ(u)
ψ(u + v)− ψ(u − v) = 2ψ(v).

Daí, como charK ̸= 2, temos que ψ(u + v) = ψ(u) + ψ(v).

c) Resta mostrar que ψ(uv) = ψ(u)ψ(v). Sejam u, v ∈ D, temos que,

ψ(u)u + ψ(u)v + ψ(v)u + ψ(v)v = ψ(u + v)(u + v) = ψ(u)u + 2uv + ψ(v)v ,

daí
2uv = ψ(u)v + ψ(v)u.
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Álgebra de Jordan

Demonstração.
Daí, como charK ̸= 2, temos que

ψ(uv) = ψ(
1
2
(ψ(u)v + ψ(v)u)) =

1
2
(ψ(u)ψ(v) + ψ(v)ψ(u)).

Como D é Jordan, e em particular, comutativa, segue

ψ(uv) = ψ(u)ψ(v).
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Álgebra de Jordan

Teorema
Seja J uma álgebra de Jordan bidimensional, sobre um corpo K de característica
diferente de 2. Se J 2 ̸= 0, então J é isomorfa a uma das álgebras a seguir:

(i) N = span{e1, e2} tal que e2
1 = e2 e e2

2 = e1e2 = e2e1 = 0;

(ii) M = span{e1, e2} tal que e2
1 = e1 e e2

2 = 0 = e1e2 = e2e1;

(iii) Mλ = span{e1, e2} tal que e2
1 = e1 , e2

2 = λe1 e e1e2 = e2e1 = e2;

(iv) D2 = span{e1, e2} tal que e2
1 = e1, e2

2 = 0 e e1e2 = e2e1 =
1
2e2.
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Álgebra de Jordan

Demonstração.
Seja J álgebra de Jordan bidimensional tal que J 2 ̸= 0. Temos dois casos:

Caso 1: Suponha que {u, u2} é linearmente independente. Daí, J = span{u, u2}.
Sejam α, β ∈ K tais que u3 = αu2 + βu. Temos 3 casos:

(i) Se α = β = 0, temos u3 = 0. Daí, J é isomorfa a N.

(ii) Suponha, sem perda de generalidade, que α ̸= 0 e β = 0. Se v = α−1u,
temos

v 3 = α−3u3 = αu2α−3 = v 2.
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Álgebra de Jordan

Demonstração.
Daí, J = span{v , v 2} faça a mudança de base onde w1 = v 2 e w2 = v 2 − v .
Temos que J = span{w1,w2} e ψ : J → M definida por ψ(w1) = e1 e
ψ(w2) = e2 é isomorfismo.

(iii) Se β ̸= 0, segue que 1 = −αβ−1u + β−1u2. Daí J = span{1, u}. Se
w = u − α

2 1 temos que w 2 = λ1, onde λ = β + α2

4 . Daí, J = span{1,w}. Logo,
ϕ : J → Mλ tal que ϕ(1) = e1 e ϕ(w) = e2 é isomorfismo.
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Álgebra de Jordan

Demonstração.
Caso 2: Se {u, u2} é linearmente dependente, para todo u ∈ J , pelo Lema existe
único homomorfismo ψ : J → K tal que u2 = ψ(u)u.
Note que ψ ̸≡ 0, pois J 2 ̸= 0. Daí, existe v ∈ J tal que ψ(v) ̸= 0, então ψ é
sobrejetora.
Mas como dim(J ) > dim(K) = 1, temos que ψ não é injetora.

Logo, Kerψ ̸= {0}, daí existe v̂ ∈ J ∗ tal que ψ(v̂) = 0. Ainda, como ψ(v) ̸= 0,
existe u ∈ J tal que ψ(u) ̸= 0.
Seja û = 1

ψ(u)
u. Note que û2 = û.
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Álgebra de Jordan

Demonstração.
Seja J = span{û, v̂}. Note que v̂ 2 = ψ(v̂)v̂ = 0 temos

(û + v̂)2 = û2 + 2ûv̂ + v̂ 2 = ψ(û)û + 2ûv̂ .

Por outro lado, como ψ é homomorfismo, segue que

(û + v̂)2 = (û + v̂)ψ(û + v̂) = (û + v̂)(ψ(û) + ψ(v̂)).

Ainda
ψ(û) = ψ(

1
ψ(u)

u) =
1

ψ(u)
ψ(u) = 1.
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Álgebra de Jordan

Demonstração.
E como ψ(v̂) = 0 e char(K) ̸= 2, temos que

ûv̂ =
1
2
v̂ .

Daí, ϕ : J → D2 tal que ϕ(û) = e1 e ϕ(v̂) = e2 é isomorfismo.
Note que N ,M ,Mλ e D2 não são duas a duas isomorfas.
Vejamos quando Mλ e Mλ′ são isomorfas.
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Álgebra de Jordan

Demonstração.
Seja φ : Mλ → Mλ′ isomorfismo. Seja uλ = e2. Note que e1 é a unidade de Mλ,
daí φ(e1) = e

′
1. Ainda, ∃α, β ∈ K com β ̸= 0 tais que

φ(αe1 + βe2) = uλ′ = e
′

2.

Daí,

φ(αe1 + βe2)
2 = (α2 + β2λ)φ(e1) + 2αβφ(e2) = e ′22 = λ

′
φ(e1)

e temos que α = 0 e β2λ = λ
′
.
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