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Introducao

O problema a ser tratado é associado aos nomes dos matematicos Jacques Charles
Frangois Sturm (1803 - 1855) e Joseph Liouville (1809 - 1882), e historicamente
deu inicio a uma série de ideias que conduziram, no comeco do século XX, ao
surgimento da Anélise Funcional.
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O problema a ser tratado é associado aos nomes dos matematicos Jacques Charles
Frangois Sturm (1803 - 1855) e Joseph Liouville (1809 - 1882), e historicamente
deu inicio a uma série de ideias que conduziram, no comeco do século XX, ao
surgimento da Anélise Funcional.

O problema de Sturm-Liouville é um problema de valores de contorno que surgiu a
partir do método de separacdo de varidveis para a resolucdo de algumas classes de
equacdes diferenciais parciais, como a equacio da onda, da corda vibrante, de calor
e de Laplace.
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O Problema de Sturm-Liouville
O problema consiste em equag¢des diferenciais ordindrias da forma

[p()y'] — q(t)y + Ar(t)y =0, (1)

onde p, g, r s3o fungdes reais, p,r >0, p € C([a,b]), ¢q,r € C([a,b]), e com as
condicdes de fronteira

aoy(a) + ary’(a) =0;  Boy(b) + B1y'(b) =0, g, 1,060,581 €R. (2)

v
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Pergunta

Para quais valores de A a equagdo diferencial possui solugdo ndo-trivial?
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Pergunta
Para quais valores de A a equagdo diferencial possui solugdo n3o-trivial?

Conhecemos problemas semelhantes da Teoria de Matrizes e Operadores Lineares,
como por exemplo o sistema dalgébrico Ax = Az. Nesse caso, aos valores de
A chamamos de autovalores, e para cada autovalor, a equagdo matricial possui
solugBes ndo-triviais, as quais damos o nome de autovetores.
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O Operador de Sturm-Liouville

1

[y]zm

Definamos o operador diferencial linear L : C?([a,b]) — C([a, b]) de modo que

(@) - atty)-
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O Operador de Sturm-Liouville

1

[y]:m

Definamos o operador diferencial linear L : C?([a,b]) — C([a, b]) de modo que

(@) - at)y).

Assim, a equagdo (1) pode ser reescrita como L[y] = —\y
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O Operador de Sturm-Liouville

Definamos o operador diferencial linear L : C?([a, b]) — C([a,b]) de modo que:

L) = 5 (00w = att)y).

Assim, a equagdo (1) pode ser reescrita como L[y] = —\y.

Dizemos que A € C é um autovalor do Problema de Sturm-Liouville se a equagdo
L[y] = —\y possui solu¢do ndo-trivial que satisfaz as condi¢des de fronteira. A
solu¢do y = y(t) é chamada de autofungdo associada ao autovalor \.
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O Teorema Espectral em Dimensao Finita

Teorema 1 (Teorema Espectral)

Seja V' um K-espaco vetorial (K = C ou K = R) com produto interno e de
dimenséo finita. Se T' € L£(V') é autoadjunto, ent&o existe uma base ortonormal de
V' cujos vetores sdo autovetores de T

Prova: Ver Teorema 7.4.8 do Capitulo 7 de [3]. O
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Observacdo 1

Consideraremos o espaco vetorial Cr2([a,b]) sobre K (K = C ou K = R) como
sendo o espago C([a,b]) munido do produto interno com fungdo peso r(t), com
b

r(t) > 0, definido como (f, g), = / r(t) f(t)g(t)dt.

a
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Proposicado 1

O operador de Sturm-Liouville L[y] é autoadjunto, isto é, (L[y1],y2) = (y1, L[y2])
para todo yi,y2 do conjunto de solucdes do problema de Sturm-Liouville.
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v

Teorema 2
Todos os autovalores do problema de Sturm-Liouville s3o reais.
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Proposicado 1

O operador de Sturm-Liouville L[y] é autoadjunto, isto é, (L[y1],y2) = (y1, L[yz2])
para todo yi,y2 do conjunto de solucdes do problema de Sturm-Liouville.

Teorema 2
Todos os autovalores do problema de Sturm-Liouville s3o reais.

Teorema 3

Sejam A; e A\ dois autovalores distintos do problema de Sturm-Liouville. Ent3o
as autofun¢des associadas a A1 e Ay sdo ortogonais entre si.
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Teorema 4

Todos os autovalores do Problema de Sturm-Liouville sdo simples, ou seja, o
autoespaco associado a autofungdo y(t) tem dimens3o um.
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Teorema 4

Todos os autovalores do Problema de Sturm-Liouville sdo simples, ou seja, o
autoespaco associado a autofungdo y(t) tem dimens3o um.

Prova: Suponha que A é um autovalor de L e que y; e yo sdo duas autofuncdes de
L associadas ao autovalor A, ou seja,

{ L[yl] = —Ay1
L[@/2] = —Ay2
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Multiplicando a linha de cima por 2 e a de baixo por y; observamos que

Y2 Lly1] — y1L[y2] = 0,
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Teorema 4

Todos os autovalores do Problema de Sturm-Liouville sdo simples, ou seja, o
autoespaco associado a autofungdo y(t) tem dimens3o um.

Prova: Suponha que A é um autovalor de L e que y; e yo sdo duas autofuncdes de
L associadas ao autovalor A, ou seja,

{ Llyi] = =y
L[Z/2] = —Ay2

Multiplicando a linha de cima por 2 e a de baixo por y; observamos que

Y2 Lly1] — y1L[y2] = 0,

de forma que, usando a definicio de L, temos

Y2 (T(lt) ((p(t)yi)' + Q(t)y1)> - <r(1t) ((p(t)y'z)' + Q(t)y2>> =0
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E facil ver ento que ) )
y2(p(t)yh) — v (p(t)ys) =0

ou, de forma equivalente, que

(p(t) (w21 —1195) ) = 0.

Pelo teorema fundamental do calculo temos,
p(t) (y2y1 — y1ys) = ¢,
para c € R.

O termo yoy} — y1y5 é o oposto do determinante da matriz wronskiana W de y; e

Y2,
Wly1,y2](t) = ( z’igg 3/38 ) .

Y2
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De fato, aplicando as condicdes de fronteira, temos que para duas autofuncdes y;
e yo do Problema de Sturm-Liouville vale, em particular, que det Wy, y2](a) =0
(vide [1]). Assim,

p(t) det Wyr, yo](t) = —c.

Fazendo ¢ = a encontramos que ¢ = 0. Como p(t) é sempre n3o nula, concluimos
que
det Wy, y2](t) = 0

para todo ¢ € [a, b].

De nossos estudos em EDO, sabemos que o determinante wronskiano de duas
solugdes ser nulo implica a dependéncia linear das solugbes, ou seja, que y; é
multiplo de g2, o que completa a demonstragdo. ]
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Algumas das principais propriedades do problema de Sturm-Liouville estdo listadas
no préximo teorema, que estd demonstrado no capitulo IV em [4].

Teorema 5

Considere o problema de Sturm-Liouville expresso em (1) com condicdes de
fronteira (2). Ent3o:
a) Os autovalores do problema formam uma sequéncia infinita e crescente {\,}
de nimeros reais tais que lim A, = +oo;

n—r oo
b) Os autovalores do problema formam um conjunto enumerdvel;
c) A sequéncia de autofungdes {y,} é uma base ortonormal de Cp2([a, ]).
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Teorema Espectral

Com esses resultados, podemos apresentar um dos mais belos teoremas da Matematica,
desta vez generalizado para a dimens3o infinita: o Teorema Espectral.

Teorema 6 (Teorema Espectral)

Seja E um espaco vetorial com produto interno e A um operador autoadjunto e
compacto. Entdo, existe uma sequéncia {\,,} € R (finita ou infinita) de autovalores
ndo-nulos de A e uma sequéncia {y,} de autovetores correspondentes que formam
uma base ortonormal de E.
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Prova

Como o operador é autoadjunto e compacto, segue que possui pelo menos um
autovetor, que por sua vez pode ser normalizado (vide Teorema 3.7 do capitulo IlI
de [4]).
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Prova

Como o operador é autoadjunto e compacto, segue que possui pelo menos um
autovetor, que por sua vez pode ser normalizado (vide Teorema 3.7 do capitulo IlI
de [4]). Indiquemos por \; e y; o autovalor e o autovetor unitério correspondente, e

fagamos £ = Fe A; = A.
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Prova

Como o operador é autoadjunto e compacto, segue que possui pelo menos um
autovetor, que por sua vez pode ser normalizado (vide Teorema 3.7 do capitulo IlI
de [4]). Indiquemos por \; e y; o autovalor e o autovetor unitério correspondente, e
facamos By = Ee A} = A. Dai, |A1| = ||A1|| e E; = {y1}" é um subespaco de E;
invariante por Aj.
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Prova

Como o operador é autoadjunto e compacto, segue que possui pelo menos um
autovetor, que por sua vez pode ser normalizado (vide Teorema 3.7 do capitulo Il
de [4]). Indiquemos por A1 e y; o autovalor e o autovetor unitdrio correspondente, e
facamos By = E e Ay = A. Dai, |A1| = || A1 e B> = {y1}" é um subespaco de E;
invariante por A;. A restricio A; de A; a F5 é também um operador autoadjunto
e compacto, e novamente pelo primeiro resultado existem um autovalor A\ e um
autovetor unitario correspondente yo de A tal que |Ao| < [Aq].
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Repetindo este processo obtemos sucessivamente autovalores n3o nulos A1, ..., A\,

de A, com |A1| = |X2] = ... = |\,|, e autovetores correspondentes yi,..., Y,
formando um sistema ortonormal, subespacos Fs, Fs, ..., E,11 onde F;y; indica
o subespaco de E formado pelos vetores ortogonais a y1,...,y;, com E = E; &
o @ Eipy.
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Repetindo este processo obtemos sucessivamente autovalores n3o nulos A1, ..., A\,

de A, com |A1| = |A2] = ... = |\,|, e autovetores correspondentes yi,...,Yn
formando um sistema ortonormal, subespacos Es, F3, ..., Fy 1 onde F;y 1 indica
o subespaco de E formado pelos vetores ortogonais a y1,...,y;, com E = E; &

--+ @ FE;y1. Se para todo inteiro natural n a restricdio A, 11 de A a E, 1 for
sempre n3o nula, entdo o processo acima nos dd uma sequéncia infinita {\,} de
autovalores ndo nulos de A com |A1| = |A2] = ... = [\u] = ... e um sistema
ortonormal {y, }nen formado pelos autovetores correspondentes. ]
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