Diferentes nocdes de produto desenvolvidas
ao longo da Historia da Matematica

Os casos de GrafSmann e de Hamilton
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Estrutura da apresentacao

Contexto

A comutatividade da multiplicacao.
Hamilton e os quatérnios.

Grallmann e as quantidades extensivas.
Seus desdobramentos.
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Contexto

® |nicio do século XIX.

® Novos tipos de multiplicacao foram desenvolvidas por matematicos, entre
eles: GraBmann e Hamilton.

® Fatores: novos tipos de quantidades.

® Alguns desses produtos nao possuiam todas as propriedades da
multiplicacao usual.
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A comutatividade da multiplicacao

axb=bxa.

Paradigma consolidado (até o inicio do século XIX): as propriedades observadas nas operacdes
aritméticas com numeros reais deveriam continuar validas para todo o caso. Entre elas, a
comutatividade.

Arnauld (1612-1694) fez referéncia a propriedade comutativa da multiplicacdo na forma de
axioma em 1667; e Legendre (1752-1833) a demonstrou, para o produto entre numeros, no
Essai sur la Théorie des Nombres de 1798.

Desenvolver uma algebra com multiplicagdo n3ao comutativa quebraria esse modelo de
pensamento!
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William Rowan Hamilton

Matematico irlandés (1805-1865).

Crianca prodigio.

1826: Tornou-se professor de astronomia no Trinity College e Astronomo Real da Irlanda.
1835: Theory of Conjugate Functions, or Algebraic Couples; with a Preliminary and
Elementary Essay on Algebra as the Science of Pure Time.

Number couples:
(x, y)+(a,b)=(x+a,y+b)

e (x,y)x(a, b)=(xa-yb, xb+ya).
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Busca por triplets

® Numeros associados ao espaco tridimensional do tipo
a+ bi+cj.

e \Vislumbrava muitas aplicacdes praticas.
® Porém, encontrou obstaculos algébricos.
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A criacao dos quatérnios

e 16 de outubro de 1843.
® Numeros daforma

a + bi + ¢j + dk.
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Multiplicacao de quatérnios

® DadososquatérniosQ=w+ix+jy+kze Q =w’+ix'+jy’ +kz,

QQ’ =ww’—xx’—yy’ —zz’
i(wx’ +xw’+yz’ —zy’)
j(wy —xz’ +yw’ zx’)

k (wz’ + xy’ —yx'+ zw’).

e Sew=w’=0, 0 produto de quatérnios resulta no (oposto do) produto interno
somado ao produto vetorial.
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Hermann Gralfmann

e Matematico alemao Grallmann (1809-1877).

® Escritos a partir de 1840.

® Principal obra: Die Lineale Ausdehnungslehre ein neuer Zweig der
Mathematik, de 1844 (A1).

® Reescrita em 1862, em um formato mais tradicional para os matematicos da
época (A2).
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A teoria da extensao

e Muitas ideias da Algebra Linear ja estavam presentes na Ausdehnungslehre de

GraBmann.
® A partir de inspiracdes geométricas — Grallmann realizou uma “transposicao”
das operacdes aritméticas para operacdes geométricas — o matematico

desenvolveu uma algebra em n dimensoes.

e Multiplicacbes entre as quantidades extensivas, “combinacdes lineares” de
unidades relativas. Estas ultimas seriam unidades basicas, de qualquer natureza,
“linearmente independentes”.
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Os varios tipos de multiplicacao de GralBmann

e (Quantidade extensiva: aie1 + azex + ... + anen
Sistema de unidades: e, ey, ...en
e Define-se os produtos ees. A partir deles e da distributividade da

multiplicacdo em relacao a soma, tem-se e o produto de duas quantidades
extensivas.

Entre as multiplicacdes estabelecidas por GraRmann estao:
e “Produto interno”;

Algo parecido com o “produto vetorial”.
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Os varios tipos de multiplicacao de GralBmann

Theorie der Ebbe und Flut A1 Geometrische Analyse Jornal de Crelle A2

1840 1844 1847 1855 1862

Produto interno Sim, linediren Produkt. Sim, no prefacio. Sim, em detalhe (innere Produkt). | Sim, um dos produtos circulares. Sim.
Produto externo Sim, geometrischen Produkt. | Sim, dussere Multiplikation. Sim, dussere Produkt. Sim, um dos produtos lineales. |Sim, um dos produtes combinatérios.
Produto regressivo Nao. Sim, eingewandtes Produkt. Nio. Nio. Sim, um dos produtos combinatorios.

Produto entre Strecke e angulo Sim. Ndo. Nio. Nio. Ndo.

Produto complexo Nao. Nao. Nio. Sim, um dos produtos circulares. Nao.

Produto algébrico Nao. Nao. Nao. Sim, um dos produtos lineales. Sim.

Produtos simétricos Nao. Nio. Nao. Sim. Nao.

Produtos circulares Nao. Nao. Néo. Sim. Nao.

Produtos lineales Ndo. Nio. Ndo. Sim. Nao.

Produtos combinatérios Ndo. Nio. Nao. Nao. Sim.
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As biografias principais

® Grallmann
Duas biografias: Schlegel (1878) e Engel (1911).

e Hamilton
Também duas biografias: Graves (em trés volumes: 1882, 1885 e 1889) e
Hankins (1980).

e Ha transcricoes de uma grande quantidade de cartas remetidas por ou
destinadas a Hamilton. A auséncia de trechos nos motivou a buscar os
originais.
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Acesso aos documentos

® Secao de manuscritos do Trinity College Dublin.

® Arquivos acessados: colecoes MSS 1492, MSS 2172-3, MSS 7243-46 e MSS
7762-76.

® \/arias cartas nao transcritas em Hamilton.
® O assunto dessas cartas € variado, sendo algumas de cunho pessoal e outras
relativas a vida profissional do matematico.
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Fonte: Arquivos da secdo

de manuscritos do Trinity
College Dublin, The
University of Dublin.
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Os desdobramentos: Huseyin Tevfik

Hiseyin Tevfik (1832-1901) foi um matematico turco (Império Otomano). Seu livro, Linear Algebra
(1882), foi o primeiro a utilizar a denominacao “linear algebra” com significado similar ao praticado
atualmente.

Este constitui um dos casos de contribuicdes inovadoras das “periferias” das metrépoles da época.
Ampliou a representacao geométrica dos numeros complexos de Argand, desenvolvendo operagdes
entre segmentos orientados em duas ou trés dimensodes.

A Algebra Linear, conforme tratada neste livreto, assemelha-se muito aos “Quatérnios”, uma ciéncia
que o mundo deve ao extraordindrio génio de Sir William Hamilton. Tem todas as potencialidades
desta ultima ciéncia e é muito menos dificil. A ciéncia dos quatérnios é ensinada nas universidades e é
uma ciéncia reconhecida e bem aceita. Ndo consigo ver por que a mesma acolhida ndo deveria ser
concedida & Algebra Linear, ou por que, até mesmo, ela ndo deveria tomar o lugar da primeira.
(Tevfik, 1882, p. 1)
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Os desdobramentos: Peano

® C(Calcolo geometrico: secondo [I'Ausdehnungslehre di H. Grassmann,
preceduto dalle operazioni della logica dedutiva (1888), Giuseppe Peano.

® Peano defende que a teoria presente no livro logo sera ensinada no ensino
superior, enfatizando que a Geometria Analitica constitui um caso particular
deste entao denominado Calculo Geométrico.

® Apresenta a definicao de “sistemi lineari”, precursora da definicao atual de
espaco vetorial: um conjunto de entidades munido de duas operacdes, a
soma entre elas e a multiplicacao por escalar.
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Sistemi lineari

72. Existem sistemas de institui¢des sobre os quais sdao dadas as seguintes defini¢des:
1. A igualdade de duas entidades a e b do sistema é definida, ou seja, uma proposi¢cdo é definida, indicada por a = b, que expressa
uma condicdo entre duas entidades do sistema, satisfeita por certos pares de entidades, e ndo por outros, e que satisfaz as
equacoes logicas:
(a=b)=(b=a), (a=b)n (b=c)<(a=c).
2. A soma de duas entidades a e b é definida, ou seja, uma entidade é definida, indicada por a + b, que também pertence ao
sistema dado e que satisfaz as condig¢des:
(a=b)<(a+c=b+c)a+b=b+a,a+(b+c)=(a+b)+c,

e o valor comum dos dois membros da ultima igualdade serd indicado pora + b +c.
3. Como a é uma entidade do sistema, e m é um nlimero inteiro e positivo, com a escrita ma queremos dizer a soma de m entes
iguais a a. E facil reconhecer, sendo a, b, ... entidades do sistema, m, n, ... inteiros e positivos, que

(a=b)<(ma=mb); m(a+b)=ma+mb; (m+n)a=ma+na; m(na) =(mn)a; 1a = a.
4. Finalmente vamos supor que existe uma entidade do sistema, que chamaremos de entidade nula, e que denotaremos por 0, tal
gue, qualquer que seja a entidade a, o produto do nimero 0 pela entidade a sempre da a entidade O, isto &,

Oa =0.
Se o significado a + (—1)b for atribuido a escrita a — b, deduzimos:a—a=0,a+0=a.
(Peano, 1888, p. 141-142, grifos nossos)
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Outros desdobramentos

® Theorie der complexen Zahlensysteme (1867), Hankel.

® Remarks on the mathematical classification of physical quantities (1871),
Maxwell.

® Applications of Grassmann’s extensive algebra (1878), Clifford.

® Flements of vector analysis (1881), Gibbs.

® The relations between magnetic force and electric current (1882-1883),
Heaviside.

® A survey of modern algebra (1941), Birkhoff e MacLane.
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Conclusao

e As multiplicacdes desenvolvidas independentemente por Grallmann e
Hamilton quebraram um paradigma fortemente estabelecido na
matematica: o da comutatividade da multiplicacao.

® Esses novos produtos tiveram grande influéncia no surgimento de novas
algebras e calculos.

® Os desdobramentos de seus conceitos deram origem a pelo menos duas
disciplinas: o calculo vetorial e a algebra linear.
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