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Consideracoes iniciais

Um subconjunto S C R3 é dito uma superficie regular se, para cada p € S, existe uma
vizinhanca V de p em R3 e uma aplicacdo X : U — V N S onde U é um aberto do R? tal que

1. X é diferenciavel, isto é, se escrevermos
X(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) com (u,v) € U,

as fungdes x(u, v), y(u,v) e z(u, v) tem derivadas continuas de todas as ordens em U.
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Consideracoes iniciais

Um subconjunto S C R3 é dito uma superficie regular se, para cada p € S, existe uma
vizinhanca V de p em R3 e uma aplicacdo X : U — V N S onde U é um aberto do R? tal que

1. X é diferenciavel, isto é, se escrevermos
X(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) com (u,v) € U,

as fungdes x(u, v), y(u,v) e z(u, v) tem derivadas continuas de todas as ordens em U.

2. (condicdo de regularidade) Para cada g € U, temos que ||X, x X, | # 0.
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Consideracoes iniciais

Um subconjunto S C R3 é dito uma superficie regular se, para cada p € S, existe uma
vizinhanca V de p em R3 e uma aplicacdo X : U — V N S onde U é um aberto do R? tal que
1. X é diferenciavel, isto é, se escrevermos

X(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) com (u,v) € U,

as fungdes x(u, v), y(u,v) e z(u, v) tem derivadas continuas de todas as ordens em U.
2. (condi¢do de regularidade) Para cada g € U, temos que ||.X,, x X, || # 0.
Como consequéncia da condicdo de regularidade, podemos escolher, para cada ponto p de
V'N'S um vetor normal unitario da forma
Xu X Xy

N(p) = m(l’)-

4/58



Nocoes de curvatura

Seja a : | — R? uma curva parametrizada plana tal que ||/(s)|| =1, Vs € /.
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Nocoes de curvatura

Seja a : | — R? uma curva parametrizada plana tal que ||/(s)|| = 1, Vs € /. A curvatura de «
em s é definida por

4 o (A)

kals) = S

onde 6(s) é o angulo que o vetor tangente /(s) faz com o eixo x.
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Nocoes de curvatura

A, A
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Nocoes de curvatura

A, A

1. Na elipse a curvatura k(s1) < k(s2).
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Nocoes de curvatura

A, A

1. Na elipse a curvatura k(s1) < k(s2).
2. No circulo a curvatura k(s) = %, para todo s € a(/).
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Nocoes de curvatura

Seja S uma superficie regular orientavel. Considere N(p) o vetor normal a S no ponto p e v

uma direc3o tangente a S em p. O plano P,, gerado por N(p) e v, intersecta a superficie em
uma curva plana «, chamada seccdo normal de S em p na direcdo de v.
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Nocoes de curvatura
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Nocoes de curvatura

A curvatura normal k, de S em p na direcdo de v é definida como a curvatura «,, isto é,

12/58



Nocoes de curvatura

Chamamos de curvatura principais os valores
° k= minHvH:lkv

® k= mavaH:lkV
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Nocoes de curvatura

Chamamos de curvatura principais os valores
° k= minHvH:lkv
® k= mavaH:lkV

Conhecendo as curvaturas principais e o dngulo que o vetor v faz com, digamos, a direco
correspondente a kj, obtemos

k, = kycos’6 + kasen?6.
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Nocoes de curvatura

Denominamos curvatura gaussiana, curvatura media, e vetor curvatura media, respectivamente,
por

1
K = kiko, Hzi(kl—l-kz)eH:HN
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Nocoes de curvatura

Um ponto p de uma superficie S é chamado de
1. Eliptico se K > 0.

2. Hiperbdlico se K < 0.
3. Planarse K =0 com ki = k, = 0.
4

. Parabdlico se K =0 com ou k; =0 ou k» = 0.
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Nocoes de curvatura

\ w290
K,&O
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Nocoes de curvatura

Teorema 1.
N3o existe superficie compacta tal que H = 0, para todo p € S.
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Nocoes de curvatura

H=0 = ki =—ky = K= —(k;)><0 = S ¢é formada apenas por pontos hiperbélicos
ou planares.

19/58



Nocoes de curvatura

H=0 = ki =—ky = K= —(k;)><0 = S ¢é formada apenas por pontos hiperbélicos
ou planares.

Porém, existe py € S tal que Ks > Ks2(g)) = >0
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O surgimento da teoria

Em 1760 Joseph-Louis Lagrange propss o seguinte problema: provar que para cada curva
fechada C sem auto interseccdes no espaco tridimensional, existe uma superficie S de area
minima tendo C como fronteira.
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Definicao de superficie minima

Definicao 1.

Uma superficie regular S C R3 é chamada de minima se sua curvatura média H é identicamente
nula.
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Primeira variacao da area

Suponha que exista uma superficie regular S que seja solucdo para o problema proposto por
Lagrange. Seja X : U C R? — S, uma parametrizacdo de S. Vamos fazer uma pertubacio da
area de S em um dominio qualquer para verificar quais condicGes devem ser satisfeitas para que
S seja um ponto critico da area. Para isto, escolha um dominio limitado D C U e uma func3o
diferencidvel h: D — R, onde D = DU D e h(S\ X(D)) =0. Seja ¢ : D x (—¢,¢) — R3

uma variacdo normal de S em X(D) determinada por h,
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Primeira variacao da area

ou seja,

o(u, v, t) = X(u, v) + th(u, v)N(p),
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Primeira variacao da area

o(u, v, t) = X(u, v) + th(u, v)N(p),

onde N : S — S2 é a aplicacdo normal de Gauss com uma dada orientacdo. Para todo
t € (—¢,¢), temos que X*(u,v) = ¢(u, v,t) é uma parametrizacdo para S*. A 4rea de S* é
dada por

A(t):/_ IXE x X||dA.
D
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Primeira variacao da area

Assim, a variacdo da dreaem t =0 ¢

A(0) = _/Dzthxu X Xy||dA. (1)
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Primeira variacao da area

Assim, a variacdo da dreaem t =0 ¢
A(0) = _/_ 2hH| X,y x X, ||dA. (1)
D

Dai, segue de imediato o seguinte teorema.

Teorema 2.

Sejam X : U C R?> — S uma parametrizacio de uma superficie regular S e D C U um dominio
limitado. Entdo X(D) é minima se, e somente se, A'(0) = 0 para todo D e para toda variagcdo

normal de X(D).
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Primeira variacao da area

O significado geométrico da direcdo do vetor H pode ser obtido a partir da equacdo (1). Basta
tomar h = H, e teremos, para essa variacdo particular,

A(0) = —2 /D<H, H) [ X, x X,||dA < 0.

Isto significa que se deformarmos X (D) na direcdo do vetor H a area é inicialmente decrescente.
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Primeira variacao da area

Achar exemplos de superficies com H = 0 n3o é, em principio, uma tarefa facil. Mesmo para o

caso mais simples de superficies que sdo graficos de uma funcdo f(x,y) = z diferenciavel, a
condicdo H = 0 é equivalente a equacdo

Foc(1+ £7) = 26f by + £y (1 + £2)

0. (2)
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Primeira variacao da area

Achar exemplos de superficies com H = 0 n3o é, em principio, uma tarefa facil. Mesmo para o

caso mais simples de superficies que sdo graficos de uma funcdo f(x,y) = z diferenciavel, a
condicdo H = 0 é equivalente a equacdo

fx(1 + fy2)_2fxfyﬁ<y+fyy(1+ﬁ<2) =0. (2)

Lagrange conseguiu chegar apenas nas solucdes triviais da equacdo 2, a familia de planos

f(x,y) = ax+ by + ¢, onde a, b, c € R.
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Problema de Plateau

As experiéncias feitas pelo fisico belga J. Plateau com peliculas de sab3o, por volta de 1843 3
1869, mostraram fisicamente a existéncia de superficies minimas (estaveis) para qualquer
fronteira. Tornou-se entdo um desafio para os matematicos obter uma prova dos resultados
experimentais de Plateau, e a questdo, admitidamente vaga e essencialmente proposta por
Lagrange, veio a ser conhecida sob o nome de Problema de Plateau.
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Se supormos que a superficie S, além de minima, seja obtida através da revolucdo de uma curva
da forma a(z) = (0, f(z), z), a equacdo 2 de Lagrange se reduz a equacdo

f(2)[f'(2)]? + f(z) — [f(2)]*f"(z) =0, Vz € R
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Se supormos que a superficie S, além de minima, seja obtida através da revolucdo de uma curva
da forma a(z) = (0, f(z), z), a equacdo 2 de Lagrange se reduz a equacdo

f(2)[f'(2)]? + f(z) — [f(2)]*f"(z) =0, Vz € R

cuja a solucdo é a curva geratriz de S, chamada de catenéria

4 *
y = f(z) = Acosh (A)’ onde A € RY.
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Figura: Catenaria.
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Figura: Catenoide.
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Supondo que as curvas de nivel f(x,y) = constante s3o retas, obtemos como solucdo uma
superficie chamada helicoide, que pode ser descrito da seguinte maneira. Considere a reta
vertical a(t) = (0,0, t) como a diretriz. Para cada ponto da curva «, vamos associar um um
vetor w(t) = (cos t, sent, 0) que se encontra no plano xy. Dai, a superficie regrada S que
obtemos é dada pela imagem da parametrizacio X : R? — S C R3 tal que

X(t,u) = a(t) + uw(t) = (ucost, usent,t).
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Helicoide

Figura: O helicoide como uma superficie regrada
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Figura: Helicoide.
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Superficies conjugadas

 H
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Superficie de Scherk

Em 1835, Heinrich Scherk conseguiu obter um novo exemplo. Ele introduziu, na equagdo (2), a
condicdo que as varidveis podiam ser separadas, ou seja, ele considerou que

f(x,y) = g(x) + h(y).
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Superficie de Scherk

Em 1835, Heinrich Scherk conseguiu obter um novo exemplo. Ele introduziu, na equagdo (2), a
condicdo que as varidveis podiam ser separadas, ou seja, ele considerou que

f(x,y) = g(x) + h(y). Dai, com essa condicdo, a equacdo (2), obtida por Lagrange, se torna a
uma equacdo diferencial ordinéaria

2 2y — Ex  _ hyy _
(1 +h)+hy(l+g:)=0 = T+g2 1% 7o constante.
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Superficie de Scherk

Em 1835, Heinrich Scherk conseguiu obter um novo exemplo. Ele introduziu, na equagdo (2), a
condicdo que as varidveis podiam ser separadas, ou seja, ele considerou que

f(x,y) = g(x) + h(y). Dai, com essa condicdo, a equacdo (2), obtida por Lagrange, se torna a
uma equacdo diferencial ordinéaria

2 2y _ g h
Bo(l+hy) +hy(l+g)=0 = 1 _:;3 =7 jyhﬁ = constante.

Assim obtemos, a menos de dilatagdes e movimentos rigidos, as fun¢des g(x) = In(cos x) e

h(y) = —In(cosy). Com isso, a superficie que surge é chamada de superficie de Scherk que
pode ser parametrizada como gréfico da funcdo f(x,y) = In (282;)
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Superficie de Scherk

Figura: Superficie de Scherk.
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Superficie de Scherk

COS X
X = |
(x,y) (X,y, n (Cosy>> ,

cujo dominio é U = {(x,y) € R?%; (222;) > 0}, e pode ser visto como as casas pretas de um
tabuleiro de xadrez, onde cada uma das casas é um quadrado de lado 5. Em consequéncia desse
fato, a superficie de Scherk é duplamente periddica.
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Superficie de Enneper

Em 1864, Alfred Enneper obteve uma nova superficie minima. Uma maneira simples de
representar essa superficie, hoje chamada de superficie de Enneper, é através da imagem da
aplicacdo X : R? — R3 dada por

3 3

X(u,v) = (u— % +uv?, v — V? +vu?, U — v2> , onde (u,v) € R2.
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Superficie de Enneper

Em 1864, Alfred Enneper obteve uma nova superficie minima. Uma maneira simples de
representar essa superficie, hoje chamada de superficie de Enneper, é através da imagem da

aplicacdo X : R? — R3 dada por
v v3
X(u,v) = u—?—i—uvz,v—?—i—vuz,uz—v2 , onde (u,v) € R2.

Uma caracteristica interessante da superficie de Enneper é que ela possui auto-interseccoes.
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Superficie de Enneper

Figura: Superficie de Enneper.
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Superficie de Enneper

Figura: Superficie de Enneper.
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A busca pelo 4° exemplo

Durante pouco mais de dois séculos, apds os exemplos encontrados por Meusnier, perdurou a
seguinte pergunta:
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A busca pelo 4° exemplo

Durante pouco mais de dois séculos, apds os exemplos encontrados por Meusnier, perdurou a
seguinte pergunta:

® Seria o plano, o catenoide e o helicoide os (inicos exemplos de superficie minima completa,
de topologia finita e sem auto-interseccdes no espaco euclidiano?
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Superficie de Costa

Apés a apresentacdo do catenoide e do helicoide, por Meusnier em 1776, apenas trés exemplos
de superficie minima completa, de topologia finita e sem auto-interseccdes em R3 eram

conhecidos: O plano, o catenoide e o helicoide. A busca por um quarto exemplo durou mais de
dois séculos. Em 1982, o brasileiro Celso José da Costa, em sua tese de doutorado pelo IMPA,
obteve as equacbes de um exemplo de superficie minima completa conformemente equivalente

ao toro menos trés pontos, onde dois dos fins da superficie sdo do tipo catenoide e o terceiro
fim se aproxima assintoticamente de um plano.
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Superficie de Costa
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Superficie de Costa
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Superficie de Costa
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Superficie de Costa

Figura: Superficie de Costa.
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