Pluricentro e O Problema Deliano

Criacao e Desenvolvimento Teorico: Prof. Adolfo Braucks, 2024



Definicoes

* Pluricentro: intersegao da altura do véertice A, da bissetriz interna
do angulo B e da mediana do lado BC (Conven(;ao) quando existe

Notacdo: ponto Z

* Triangulo Pluricéntrico: € qualquer tridngulo dotado de pluricentro

Observacao: todo triangulo equilatero € trivialmente pluricéntrico,

e por isso ndo os abordamos aqui; nosso interesse € apenas pelos
triangulos escalenos eventualmente agraciados com pluricentro Z.
Triangulos is6sceles nao equilateros nao podem ser pluricéntricos!




Exemplo de
Triangulo

com
Pluricentro Z




Condicao
de
Existéncia

b.cosC

c.cosB

* Aplicamos o Teorema de Ceva a um tridngulo
pluricéntrico ABC:

C -~ ab C ~ b.c . ,
* —.c.cosB. = —.b.cosC.——, OoU seja, apos

2 o at+c 2 at+c

simplificar:

e a.cosB=b.cos(C




Condicao de Existéncia

. . BH CBr AM _ . ., c.cosB (a.b)/(a+c) ¢,
Temos: e BA MB =1, I1sto €, b.cosC‘(b.c)/(a+c)‘C/2_1 , logo
a.cosB =b.cosC (1)

e Somando c.cos B aambos os lados da igualdade dada por (1),
d
(2)

a.cosB+c.cosB=Db.cosC+c.cosB =a = cosB = —



Consequéncias da Condicao de Existéncia

* Calculo da medida b do lado CA em funcao da medida dos lados AB e BC,
respectivamentecea:

Da lei dos cossenos, b? = c? + a“ - 2.c.a.cos B
d

Mas, para todo tridngulo pluricéntrico, vale (de (2)) cos B =

d

a-+c

=c2 Fa%(152.—)

a-+cC a-+c

Eentdob? = c? +a2. (2552 =2 4+ 22 (Z5)a=ceob=¢)
b

a+c a+c
a -y .
) = = : (posso dividir! Pois a # c)
a+c a—c a+c b+c

Logo b? = ¢ + a% - 2.ca.

d—2C
b% - c? = a%.(




Consequéncias da Condicao de Existéncia

b—-c a a

= . etemosque:a < a+c;a < b+c)(poiscéladodo
a—c a+c b+c( 9 ) (P

triangulo, numero real estritamente positivo, e ‘o triangulo ABC existe’)
b —c

Entao 0 < < 1, logo:

d —C
-Se(b-c) e (a-c) sdo ambos positivos,b-c<a-c=>a>b>c

-Se(b-c) e (a-c) sdoambos negativos,b-c>a-c=>a<b<c

Conclusao: o lado CA é sempre o de medida intermediaria, em tridngulos
pluricéntricos em que a altura seja do vértice A, a bissetrizdo dnguloBe a

mediana do lado AB. Naturalmente temos tambémA >B>CouA < B < C



Teorema 1

cl/2

Mg

cl/2

 Emtodo tridngulo ABC, o segmento de reta
com extremidades nos pés da altura do vértice
A e da bissetriz do angulo B é paralelo ao lado
AB se e somente se as cevianas tém a mesma
interse¢cao com a mediana desse lado, isto €,
SSS o triangulo € pluricéntrico.




Demonstracao

* Supondo que o triangulo ABC seja pluricéntrico, temos: HC = BC-BH =

—a-c.cosB=a-c. A =2@rd-ac_, 3 _ . osB
a+cC a+cC a+c

j : BC a B'C a . =

Teorema da Bissetriz Interna: e i - e W B'C=b.cosB
B°’C HC - S, :
Logo: v cos B = B 'H é paralelo ao lado AB = provamos aida
, HC B'C , |
 Supondo B "H paralelo ao lado AB, o= E:CH.AB =HB.B"C (I)

Seja ceviana CN (N no lado AB), contendo Z, encontro da altura de A
com a bissetriz de B. Do teorema de Ceva, BN.CH.AB ‘= NA.HB.B'C =
(de (I)) BN =NA = CN é mediana de AB = Z € pluricentro = provamos a volta



Corolario do Teorema 1

* Em todo tridngulo pluricéntrico ABC, a altura AH € bissetriz do
angulo formado pelos segmentos de reta MH e HB’, onde M e pé
da mediana do lado AB e B’ p¢é da bissetriz interna do angulo ABC.

 Prova: sendo HB’ paralelo ao lado AB, o 4ngulo AHB' é congruente
ao angulo HAB (s&o alternos internos). Por outro lado, o tridangulo
AHB, retangulo em H porque AH € altura e portanto perpendicular
ao lado BC, tem em MH uma mediana, o que implica em que esse
segmento é tal que MH = AM = MB. Deste modo, o triangulo AHM ¢
isdsceles e sendo assim o Angulo AHM é congruente ao angulo

HAB. Logo AHB' = AHM, o que prova o corolario.



po| O

NN e

Triangulos %
|Isosceles

a-+c

* E possivel vislumbrar alguns triangulos isdsceles
quando se traca todos os segmentos de reta que
contém o pluricentro Z ou unem os pés das trés
cevianas cujo ponto comum € justamente ele.



O Pluricentro e a Cissoide de Diocles

* Outra interessante peculiaridade dos triangulos pluricéntricos € a
curva percorrida pelo pluricentro, se fixamos os verticesBe C em
um plano cartesiano (fazendo, assim, da medida do lado BC = a,
uma constante), permitindo que o angulo B varie livremente, no
intervalo (0,90°). Recordemos que esse angulo tem sempre valor

intermediario, em um triangulo pluricéntrico, e que, da condicao
d

de existéncia de tais tridngulos se pode escrever cos B = < ou
. 1—cosB .
seja,c=a.——=. O Geogebra permite que se obtenha o rastro

do ponto, utilizando a funcao de Controle Deslizante:



A(an yA)

O Pluricentro

e a Cissoide
de Diocles




O Pluricentro e a Cissoide de Diocles

* Temos, na figura do slide anterior:
A - (Teorema da Bissetriz Interna: bissetriz BZ no A ABH)

YA X2+ yal+x
2 = Z=% (Semelhanca dos tridangulos ZHC e MMoC)

VA 2a — x
Igualando os lados direitos, substituindo y, pelo valor da segunda expressao

e fazendo o desenvolvimento algébrico que é necessario, se chega ao que se

segue:

(2.a-X).y? =x3



O
Pluricentro
ea
Cissoide
de Diocles

B =53.9°

C

« Amedida em que se permite que varie o angulo B, na
verdade o angulo interno B do triangulo pluricéntrico,
também variam os lados AB e AC e, por conseguinte,
a posicao do pluricentro Z, que percorre a curva verde



O Pluricentro e o Problema Deliano

* A curva descrita pelo pluricentro Z, que indica todas as posicoes
possiveis desse ponto quando mudam as medidas dos lados AB e

AC, obedecendo a condicao de existéncia, cos B = ——r temo

nome de “Cissoide de Diocles”, homenagem a um grande
geOmetra grego, que estudava o famoso “Problema Deliano” ou
“Problema da Duplicacao do Cubo” e concluiu que, nessa curva,
cuja expressao algebrica €, como vimos em um slide anterior,
(2.a -x).y* = x3, o ponto do plano cartesiano cujas coordenadas
cartesianas correspondam a um par ordenado (%, y), tal que se
tenha x=2.a-2y, satisfaza x> =2.y3




Triangulo Pluricentrico com lados inteiros

* Programa de computador em Pascal permitiu que pudéssemos
perscrutar a reta real em busca de triplas ordenadas (a, b, c) tais
que todos os numeros fossem distintos e que, atribuindo valores
inteiros aos lados a e ¢, tambem fosse inteiro o valor de b, em

consonancia com a expressao

bZ=c2+a%. > —
“a+tc
* A pesquisa teve éxito para infinitas triplas, mas boa parte delas €

multipla daquela que se obtémcoma=15,c=12=>b=13
* Esse triangulo pluricéntrico € reproduzido a seguir:



Triangulo
Pluricéntrico
com lados
Inteiros

Triangulo Pluricéntrico ABC

AB =12
BC =15
CA=13

6

H
(152 4 122 — 13%)

157 4+ 122 — 13?
1512, U5 )

12. :
2.15.12 2.15.12




Triangulo Pluricentrico com lados em P. A.

* Também investigamos a possibilidade de que um triangulo ABC
munido de pluricentro Z tenha os valores das medidas de seus
lados formando uma Progressao Aritmeética

* Como ja se sabe que o lado AC, isto €, aquele oposto ao vertice
relativo ao angulo dividido ao meio pela bissetriz interna, optamos
por chamar esse lado de b, e atribuimos aos outros dois lados os
valores (b-r)e(b+r)

2 4a—C

e Substituimos tais valores em b% = ¢% + a“. — eoresultadoéa

figura a seguir



Triangulo
Pluricéntrico

com lados
em P. A.

® >




Triangulo Retangulo e Pluricéntrico

« Um triangulo ABC pluricéntrico pode ter Pluricentro?

* Aresposta é: SIM! Observemos que, como as alturas que partem
dos vertices que nao correspondem aos maiores angulos nao
estao totalmente contidas no interior desses poligonos, quando
eles sao retangulos ou obtusangulos, nosso cuidado em relacao
a isso € 0 de convencionar que nesses casos 0 maior angulo
(igual ou maior que 90°) € sempre o do vértice de onde sai a altura

e Temos: cos B =ﬁ. Mas aqui cos B =§. Logo aTJrC k- % , entao % é

0 numero igual ao seu inverso mais a unidade



Triangulo Retangulo e Pluricéntrico

* Tal numero, uma das contantes mais conhecidas na Matematica
e gue aparece inclusive no estudo da sequéncia de Fibonacci, é
conhecido como o “numero de ouro”, e denotado por ¢.

* Veja: 1,666...=5/3e5/3-3/5=(5%-3%)/(3.5)=16/15> 1
* Por outro lado, 1,6 =8/5e 8/5-5/8 = (8% -5%)/(5.8)=39/40 < 1

* O numero de ouro ¢ tem seu valor exato, ~ 1,618, revelado

pela resolucdo da equacao do segundo grau em (%)

(*-()-1=0



A
6 Triangulo Retangulo ABC Pluricéntrico

Triangulo
Retangulo e
Pluricentrico ; = c

a C a b
* Nota: =— = bh2=3%2-c?=g.c=>=-==-=_/
a a+c a a.c b C (b

~. 0s lados do A ABC estaoem P. G. de raiz \/$



Todos os “valores” do Triangulo Pluricéntrico

c a® —a?.c+ a.c2+4 ¢
a+c’ (a+ )

ne.(2a + c)

a’.c 2¥2a + ¢)
2ﬁ—a.c+c2 (a+c).(2a+c)

] g 2a2 — a.c + ¢
\ (a+c) “\(a+o)(2a+c)

P-o ve.(2a+ c)

(a+ c).(2a;|— C)y

c
2a + ¢

a® —a2.c+ a.c2+c3
' (a+c)

H




Areas em que o Pluricentro divide o tridngulo

* Vamos analisar as areas em que a intersecao de altura, bissetriz
interna e mediana, cada uma delas relativa a um dos vertices de
um triangulo ABC, divide esse triangulo, quando tal ponto existe,

! - d
ou seja, quando se tem cos B =

a-+ C

* Nosso interesse € investigar as medidas das areas de trés
triangulos, a saber [ZBC], [ZCA] e [ZAB], sendo Z o pluricentro e
tendo em mente que, evidentemente, a soma dessas areas e igual
a area do triangulo original ABC, [ABC] (atencao a convencao)

* Esses trés valores, divididos pela area total do poligono, fornecem
o0 que se chama de “Coordenadas Baricéntricas” do Pluricentro



Areas em que o
Pluricentro divide
o triangulo

e CM é mediana do lado
AB, entao AM = MB e dai
[ZCA] =[AMC] - [AMZ] =
= [CMB] - [MBZ] = [ZBC]

. QB’ e bissetriz do angulo
B, entao Z equidista de

AB e BC, e sendo assim
[ZAB] _ [ZBC]

C d
[ZAB] _ [ZBC] _ [ZCA] _ [ABC]

C a a 2a+cC




Coordenadas Baricéntricas do Pluricentro Z

* Vimos no slide anterior que o fato de que o pluricentro € ponto de
encontro da altura do vértice A, da bissetriz interna do angulo B e
da mediana do lado AB implicam em que:

[ZAB] _ [ZBC] _ [ZCA] _ [ABC]

C a a 23+ cC
* Assim, o ponto Z, pluricentro do triangulo ABC, quando existe,
tem suas coordenadas baricéntricas dadas por
d d C
Z= )

2a+c’ 2a+c’ 2a+c
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